SEKUNDPENDULET

OVELSE | PRAKTISK METROLOGI

UNDERVISNINGSELEMENT

#HO6

UNDERVISNING
| MALETEKNIK




UNDERVISNINGSELEMENT #@6

metrologi.dk




SEKUNDPENDULET

Jacob Larsen, DFM A/S
1. udgave — Marts 2020

25-50mm 0.01mm

Copyright © 2020 metrologi.dk — Materialet ma ikke anvendes til kommercielt brug, uden tilladelse fra metrologi.dk.

Metrologi.dk er finansieret af Styrelsen for Forskning og Innovation i perioden 2016 — 2020. Materiale er udarbejdet i et
samarbejde mellem GTS-institutterne DFM A/S, FORCE Technology og DELTA - a part of FORCE Technology.

Laes mere om projektet pG www.metrologi.dk.

Parterne i Metrologi.dk kan ikke ggres ansvarlig for fejl og mangler i indholdet af undervisnings materialet eller i indholdet
pa websitet, samt indholdet i de eksterne dokumenter og websites, der linkes til, medmindre andet fglger af dansk rets al-
mindelige regler.

Grafisk design af: Henriette Schéfer Hgyrup og David Balslev-Harder.

UNDERVISNINGSELEMENT #@6 metrologi.dk



file://///TESLA/Data/MS/DBH/Projects/2502%20UNDMET/Undervisningselementer/DFM%2002%20-%20Usikkerhed/www.metrologi.dk

Indholdsfortegnelse

1 FOrMAl.ueciiiiiceiceenetnences e 1 4 Fremgangsméde og dataindsamling .......................
2 FOrS@ESKOMPONENTEr-...vveeereeseeeessssseseeessssseessesen 1 5 Databehandling ......ccccccccceriicirneniniisceninsinsneenssssnnnns
3 Baggrund.........iiiiiiiiiniinnnninneesee, 1 6 Usikkerhedsbudget...........ccoovvvvvssesisssssssseunnnnnnnrsnenns

UNDERVISNINGSELEMENT #@6 metrologi.dk




1 Formal

Malet med denne gvelse er at bygge og kalibrere et
ur som kan bruges til at bestemme et sekund og sam-
menligne denne maling med et sporbart ur.

Gennemfgrelse af gvelsen bgr resultere i

e kendskab til den matematiske model der be-
skriver svingningstiden for et matematisk pen-
dul.

e Kendskab til basal databehandling og logarit-
misk regression i Excel.

e Dbasalt kendskab til hvordan et usikkerhedbud-
get opstilles og ...

Forsgget udfgres i grupper af 2-3.

2 Forsggskomponenter

Til gvelsen vil der vaere brug for fglgende:
e Etlod.
e Snore af forskellige laengder.
e Entommestok.
e Etstopur.

3 Baggrund

Den danske astronom Tycho Brahe, grundlagde den
moderne naturvidenskabelige metode med sine eks-
tremt praecise observationer af stjernerne og han var
en af de fgrste, der behandlede usikkerheder i sine
malinger serigst. Et af de helt store problemer i astro-
nomi pa Tycho Brahes tid var at udmale tid pa en pree-
cis made. Der fandtes ure, men de var ikke tilstraekke-
ligt praecise til de malinger Tycho Brahe lavede,
hvilket ogsa var et problem i navigations til sgs.

En af de mulige Igsninger, var det pendulur,
der blev foreslaet af den hollandske fysiker Christian
Huygens (figur 2) i 1673 og efterfglgende bragt til
Danmark af Ole Rgmer, desveaerre fgrst efter Tycho
Brahes dgd. Ole Remer beskrev selvsikkert usikkerhe-
den af sine pendulure saledes ”"at de pa 24 timer knap
narrer den observerende et halvt sekund”

| dette forspg skal | undersgge, hvordan man kan lave
et pendulur der udmaler ét sekund pa en halv sving-
ning og lave det tilhgrende usikkerhedsnudget.

Boks 1: Tidsmalinger fgr ar 1600

| oldtiden Egypten og Babylon brugte man fra
omkring ar 1500 f@r vores tidsregning solens be-
vaegelse pa himlen til at udmale tid. Det sdkaldte
solur bestod typisk af en plan "urskive’ hvor der
var udmalt et antal buevinkler til at repraesente-
rer dggnets timer og en central sgjle til at kaste
skygge pa urskiven. Man kaldte det sand soltid
nar solen stod hgjest pa himlen kl. 12 for dette
&ndrer sig kun op til 20 sekunder fra dag til dag,
men for at kunne sammenligne solens position
fra dag til dag var det ngdvendigt at sadan et
solur stod pa praecis samme placering hele tiden.

Soluret i den form det havde i oldtiden
havde derfor en raekke udfordringer bade i for-
hold til ngjagtighed og anvendelse. Jordens
dggnrytme er et kompliceret resultat af jordens
elliptiske bane omkring solen og Jorden rotation
om sin egen akse (se figuren herunder), derfor
er dagene og dermed timerne malt med et solur
af varierende lengde. Et andet problem var at
soluret var at det ikke rigtig kunne bruges til sgs,
hvor behovet for pracise tidsmalinger var stort
til navigation, fordi skibe bevager sig i forhold til
solen.

Akse som er vinkelret p3 Jordens ___ 2345
elliptiske bane omkring solen T Jorden (magnetiske) nordpol
I og akse hvorom Jorden roterer

Plan hvori Jorden bevaeger sig i
en elliptisk bane omkring solen

Jorden akvator
Jorden (magnetiske) sydpol

Figur 1: Jorden

Et pendul bygges med et lod og en snor. Pendulet
haenges op sa det kan svinge uden forhindringer og sa
er er mulighed for at ndre pa snorens laenge under-
vejs i forsgget.
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Figur 3: Tycho Brahes.

4 Fremgangsmade og data-
indsamling

| ferste omgang skal man undersgge hvilken indfly-
delse snorens lzengde har pa pendulets svingningstid.
De fundne maleresultater indfgres Ipbende resultat-
skemaet pa side 3 eller direkte i Excel. Snorens
lengde indfgres i de gra felter.

For at fa en nogenlunde pracis bestemmelse af sving-
ningstiden for pendulet skal tidsmalingen foretages
for 10 svingninger. Med en svingning menes at pen-
dulet bevaeger sig fra det ene yderpunkt til den an-
det og tilbage igen. For hver tidsmaling af 10 sving-
ninger udregnes tiden for én svingning med formlen

Ligning 1:

_ tiden for 10 svingninger
a 10

Figur 4: Ole Rgmer.

Boks 2: Tidsmalinger efter ar 1600

I midten af 1600-tallet opfandt den hollandske fy-
sikker Christiaan Huygens et ur baseret pa pendul-
svingninger. Der i samtiden var uhgrt praecist med
en fejl pa mindre end 1 minut pr. dggn. Et pendul
bestar af et lod der haenger i en snor og som udfg-
rer sma svingninger omkring sin ligevaegtsposition.
Princippet bag penduluret er at svingningstiden for
et pendul kun afhaenger af lengden, L, af snoren.
Matematisk modellers dette som

Ligning 2:
T =2n /5 ,
g

hvor g = 9,82 m/s? er tyngdeaccelerationen i Dan-
mark. Det siges at ideen om at bruge et pendul som
ur oprindeligt blev udtaenkt af Galileo Galilei i sin
studietid i Pisa, men en fysisk realisering af pendul-
uret blev fgrst gjort i Huygens veerksted d. 25. de-
cember i 1656. Kort tid senere blev den version,
som vi i Danmark kalder bornholmeruret en stor
succes bland datidens samfundets bedre stillede.
Det skulle ga endnu 80 fgr briten John Harrison og
franskmanden Pierre Le Roy uafhaengigt af hinan-
den skabte et ur der kunne bruges til sgs.

Herhjemme blev penduluret indfgrt af Ole Rgmer,
der viderefgrte Tycho Brahes arbejde og senere
blev bergmt for at pavise at lys bevaeger sig med en
endelig fart og ogsa bestemme denne til 227 000
000 m/s, hvilket er imponerende teaet pa den pree-
cise veerdi vi kender i dag.
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For at fa en ide om usikkerheden pa tidsmaling skal
svingningstiden males 5 gange for hvert valg af snor-
laengde.

For hver serie af 5 malinger (t1, t2, t3, ta, ts) udregnes
middelvaerdien

Ligning 3:

Fe ty+ty+tg+tutts
==,

Som det ses i kompendium 2A pa metrologi.dk bereg-

nes standardafvigelsen ved

Ligning 4:

’

s(t) = \/(tl_az+(t2_t)z+(t;:?2+(f4—t72+(t5—132

og standardusikkerheden pd middelvaerdien

Ligning 5:

—s®
u(D—\/g.

De beregnede middelveerdier, standardafvigelser og
standardusikkerheder indfgres i de gule felter.

# | Lengde [m] Tid for 10 Tid for 1 Middelveerdi [s] Standard- Standardusik-
svingninger [s] svingning [s] afvigelse [s] | kerhed [s]
1 1
2
3
4
5
2 1
2
3
4
5
3 1
2
3
4
5
4 1
2
3
4
5
5 1
2
3
4
5
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5 Databehandling

Middelvaerdierne af tidsbestemmelserne for 1 sving-
ning og de tilhgrende vardier af snorens laengde ind-
fores i Excel (eller et lignende regneark).

Derfor er det vigtigt at der er mindst en i hver gruppe
der har en computer. | Excel skal laves 1) en grafisk
afbildning af data og 2) en linear regression af data
sa modelparametre kan bestemmes med tilhgrende
standardusikkerhed. Data kan eksempelvis se sa-
danne ud i Excel:

Data
Leengde [m] | Tid [s]
X y
0,80 1,79
1,20 2.20

1)

Der skal laves en graf, hvor svingningstiden afbilde
mod snorlengden. Svingningstiden skal vises pa y-ak-
sen og snorlaengden skal vises pa x-aksen. En tendens-
linje af typen ”potensfunktion” altsd y = a - x?, tilfe-
jes slutteligt grafen. Man burde fa en modelpara-
meter, b, der cirka bliver é De malte punkter burde

danne en sammenhang der ligner den der ses pa figur
5.

]
\

O L N W b
1
\
\
\

o 05 1 15 2
Snorleengde [m]

Svingningstid [s]

Figur 5: Sammenhang mellem snorleengde og sving-
ningstiden for et pendul.

Boks 3: Universaltid (UTC) og
loven om dansk tid

Grundet jordens rotation, star solen hgjest pa
himlen til forskellige tidspunkter, langs de for-
skellige omrader af jorden der skiftevis peger
mod solen og man ma derforinddele jorden i tids-
zoner, saledes at alle oplever dggnet tidspunkter
(nogenlunde) ens.

Ved en international konference der blev afholdt
i Washington i 1884 besluttedes det at inddele
jordkloden i 25 tidszoner med udgangspunkt i
nulmeridianen der gar gennem Observatoriet i
Greenwich-bydelen i London. Klokkeslaettet i
Greenwich kaldes for koordineret universal-tid
(Coordinated Universal Time) eller UTC. Hver
tidszones normaltid udregnes ved at man for hver
15° man rejser gstpa fra nulmeridianen leegger 1
time til tidspunktet. Hvis man derimod rejser 15°
vestpa, traekkes 1 time fra tidspunktet.

Danmark ligger i den fgrst tidszone gst for Green-
wich, og derfor udregnes klokkeslaettet i Danmark
som UTC+1. Faktisk gar den 15° gstlige laengde-
grad relativ til Greenwich igennem Bornholm,
knapt 2 kilometer fra Gudhjem, som derfor ogsa
er centrum for dansk udmaling af tid, ogsa den
dag i dag. Da Danmark officielt d. 1 januari 1894
tilslutter sig UTC sker det gennem ”Lov om Tidens
Bestemmelse” som underskrives af Kong Chri-
stian den niende og hvori der blot star;

81

For alle Dele af Landet med Undtagelse af Feerg-
erne skal Tiden herefter bestemmes lige med Mid-
delsoltiden for den 15de Laengdegrad st for
Greenwich.

§2
Denne Lov traeder i Kraft den 1ste Januar 1894.

Hvorefter alle vedkommende sig have at rette.

Givet paa Amalienborg, den 29de Marts 1893.
Under Vor Kongelige Haand og Segl.

Christian Rex
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Arbejdsspgrgsmal til kursisterne om 1):

Hvis pendulet skal kunne bruges som ur, skal man
helst kunne oversatte en svingning til et helt antal se-
kunder.

e Hvilket bud kan man, ud fra figuren, give i for-
hold til hvilket veerdi pendulets snor bgr have
hvis det skal kunne bruges som ur?

e Hvilke eksperimentelle forhold kunne teenkes
at have indflydelse pa hvor preecist et ud man
kan fremstille pa denne made?

2)

| metrologi skal vi bade kunne kvantificere de fysiske
storrelser der optreeder som parametre i naturviden-
skabens modeller og kunne kvantificere den til hver
parameter hgrende usikkerheden. Dette gg@res typisk
gennem statistisk databehandling af en raekke sam-
menhgrende malinger. Inspireret af ligning 2 ved et
den korrekte model som de, i dette forspg, malte
sammenhangende vardier af snorleengde og sving-
ningstid, en potensfunktion

Ligning 6:

t=a-x",

og ifglge den simple teori burde a = 2,005 og b =
0,500. Det er dog usandsynligt at nogle ville fa praecist
den veerdi ud fra 5 malepunkter. Forskellen skulle
gerne afspejles i usikkerheden pa modelparametrene,
og for at undersgge dette skal der laves en linezer re-
gression over data. Linear regression er beskrevet i
kompendium 2A pa metrologi.dk. Dog skal man her
veere opmaerksom pd at data kun danner en linezer
sammenhang i en log-log graf. Hvis man eksempelvis
tager 10-tals logaritmen pa begge sider af en potens-
funktion far man

Ligning 7:
logyo(t) =logjo(a-xP) = logio(a) + b - log;(x) .

For at ggre det lidt mere overskueligt kan vi give
log,(a) navnet A. S& star der

logyo(t) = A+ b -logy,(x)

hvilket betyder at data i en log-log graf vil danne en
ret linje hvor haeldningen er modelparameteren b og
skaeringspunktet er A. Et eksempel pa denne sam-
menhang ses pa figur 6.

100

0

©

= 10 -

7 SEE
H P

g --7"

c 1 _," T

2 o 1 10
& 0.1

Snorlaengde [m]

Figur 6: Sammenhang mellem snorleengde og sving-
ningstiden for et pendul i en log-log graf.

Excel har en funktion til at lave lineaer regression der
hedder LINREG som ogsa kan bruges i dette tilfaelde.
Pa side 6 ses en guide i hvordan man udfgrer en li-
nezer regression i en log-log-graf. Et eksempel pa
hvordan resultatet af regressionsanalysen kan se ud

ses i tabel 1.
b, A 0,5143 0,3031
u(b), u(A) 0,0096 0,0034
R2, u(y) 0,9945 0,0138
F, degfree 2880,3190 | 16
Ss-reg, Ss-resid 0,5454 0,0030

Tabel 1: Resultat af en linezr regression for sam-
menhangende vardier af snorleengde og svingnings-
tiden for et pendul.

For at finde den oprindelig modelparameter a fra lig-
ning 6 skal vi bruge den omvendte logaritme:

a =104

UNDERVISNINGSELEMENT #@6

metrologi.dk

SIDE 3




| eksemplet far vi a = 10%3%31 = 2,0096

Givet en snorlengde x, kan svingningstiden saledes
udregnes ved hjzlp af ligning 7.

LINREG funktionen i Excel®

LINREG benytter mindste kvadraters metode til at beregne konstanterne a og b i den rette linje som bedst passer

igennem datapunkterne.

Funktionens inputs: LINREG(LOG10(Kendte_y); LOG10(kendte_x); SAND; SAND)

Fremgangsmade:

1) Marker sa 2 kolonner og 5 reekker et sted i Excel arket hvor der ikke er noget i forvejen.

3

)
)
4)
)

2) Skriv derefter = LINREG(LOG10("markér dine y ");LOG10("markér dine x ");SAND;SAND)
Tryk derefter Ctrl+shift+Enter, derved fyldes alle 2x5 markerede felter ud.

Den fgrste raekke viser veerdien af konstanterne b og LOG10(a).

5) Den anden raekke viser fejlen pa hvor godt konstanterne er bestemt, u(b) og u(a).

Omvendt kan den eksakte snorleengde udregnes di-
rekte for et valg af svingningstid. Vaelges svingningsti-
den t = 2,0000 s fas ved brug af de, i tabel 1, viste
resultater fas

Ligning 8:

1
x = (t/a)® =0,9908 m

En snorlaengde pa ca. 1 m bude séledes give en sving-
ningstid pa 2 sekunder.

Arbejdsspgrgsmal til kursisterne om 2):

e Ud fra modelparametrene kan den eksakte
leengde af pendulets snor udregnes (som det
er vist pa herovre). Hvordan passer dette
med aflaesningen gjort i ” Arbejdsspgrgsmal
til kursisterne om 1)”?

e Hvilken parameter har den stgrste standar-
dusikkerhed og hvad kunne man ggre for at
gore denne standardusikkerhed mindre?

6 Usikkerhedsbudget

Dette simple pendulur har som gvelse i metrologi den
store fordel, at det er nogenlunde overskueligt at

sette usikkerhedsbudget op. Fra den regression der
blev udfgrt under databehandlingen kendes modelpa-
rametrene med tilhgrende standard usikkerheder.

Udover modelparametrene a og b, indgar snorlaeng-
den i bestemmelsen af svingningstiden. Svingningsti-
den (og dermed penduluret) er saledes en funktion af
3 parametre. Laengden af snoren bestemmes typisk
med en tommestok med 1 mm som mindste indde-
ling. Det betyder ifglge en nem tommelfingerregel at
lzengden, x, kan bestemmes med en standardusikker-
hed p& u(x) =0,1 mm (1/1000 m).

Som anvist i Kompendium 2A pa metrologi.dk kan
man bestemme de enkelte parametres usikkerhedsbi-
drag u,(t)?, u,(t)? og u,(t)?, ved at beregne hvor
meget svingningstiden aendre sig, nar disse parametre
andres med deres standardusikkerhed. Den samlede
usikkerhed for svingningstiden udregnes efterfgl-
gende ved at laegge de enkelte usikkerhedsbidrag
sammen i kvadratur

Ligning 11:

u(® = (1) + (@®) + (@)

1 Hvis man har engelsk Excel hedder funktionen LINEST og hvis man har dansk Excel hedder den LINREG.
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Givet de vardier der ses i tabel 1, far man

u,(t) =+ 0,018197
u,(t) = — 0,00076
w,(t) =+0,00101

og endvidere

u(t) = \/(0,018197)2 + (- 0,00076)% + (0,00101)2
=0,01824

Hvoraf det fremgar at langt den stg@rste bidragsyder til
standardusikkerheden pa svingningstiden kommer fra
parameteren a.

Hvis man ikke er bekendt med hvordan et usikker-
hedsbudget udregnes, kan man med fordel benytte
de skabeloner til usikkerhedsbudgettet der er tilgaen-
gelige pa metrologi.dk, samlet under kompendium
A3.

Boks 4: Sl-enheden sekund

Pa Generalkonferencen for mal og vaegt (CGPM) i
2018 blev det besluttet at reformere definitionen
af alle Sl-enhederne. Saledes ogsa Sl-enheden for
tid, der som bekendt er sekundet. Den oprinde-
lige definition af sekundet var fastsat saledes at
der var 86400 sekunder pa et dggn, men fra d. 20
maj 2019 er sekundet i stedet knyttet til den ato-
mare overgang mellem de hyperfinopsplittede
grundtilstande i det uperturberede 33Cs atom.

1 sekund er saledes den tid det tager at
udsende lys fra *33Cs atomet i alt 9192631770
gange. Grundtilstanden og den fgrste exciterede
tilstand ses pa figur 8.

. 251 MHz
6P,, ——— 1 [202 MHz
A 151 MHz
352 THz
6s,, ——— 9192631770 Hz
Finstruktur Hyperfinstruktur

Figur 8: Energiegentilstandene i 133Cs atomet.
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