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1 Indledning

Formélet med en maling er at bestemme vardien af
en malestgrrelse. F.eks. hvad en klase bananer vejer
(malestgrrelsen er her masse). Desvaerre er ingen ma-
ling perfekt bestemt, og der vil altid veere en ma-
leusikkerhed pa den fundne vaerdi.

Der er mange kilder som bidrager til usikkerheden pa

en maling. Det kan f.eks. vaere kilder som:

e Det anvendte instrument, som har stor betyd-
ning. F.eks. vil det oftest vaere mere praecist at
opmale et maleemne med en skydelare fremfor
med en lineal.

e En operatgr, altsa personen som udfgrer malin-
gen, som glemmer at fglge en eksakt procedure.
Dette vil ogsa give en gget usikkerhed pa malin-
ger.

e Omgivelserne, sasom temperatur og tryk, hvilket
ogsa har indflydelse pa malinger.

Det kan vaere vanskeligt at holde styr pa alle disse for-
skellige kilder til usikkerheden pa en maling. Derfor
anvendes usikkerhedsbudgetter. Usikkerhedsbudget-
ter kan ogsa betragtes som et usikkerhedsregnskab
eller et usikkerheds-bogholderi, se Boks 1.

Tabel 1: En skabelon til et usikkerhedsbudget.

Boks 1: Navnet “usikkerhedsbudget”

Et usikkerhedsbudget burde i virkeligheden hedde et
usikkerhedsregnskab. Et budget er noget man laegger
fgr man gar i gang (budgettet for naeste ar ....). Et regn-
skab er noget, man opstiller, efter man har fuldfgrt op-
gaven (regnskabet for sidste ar ...). Man kan godt op-
usikkerhedsbudgettet, for begynder
malingerne, men de endelige usikkerheder afhaenger af

stille man
de malinger man udfgrer. Derfor burde det naermere
hedde usikkerhedsregnskab, men termen usikkerheds-
budget, som stammer fra det engelske “uncertainty
budget”, er sa udbredt, at vi ogsa bruger den pa dansk.

1.1 Indhold i et usikkerhedsbudget

| Tabel 1 er vist en skabelon til et usikkerhedsbudget.
Usikkerhedsbudgettet indeholder et antal inputstgr-
relser x1,%,, ..., Xy [1]. Inputstgrrelserne kombineres
ved brug af en matematisk modelfunktion (uddybes i
afsnit 2.1). Outputstgrrelsen fra modelfunktionen ud-
gor mdleresultatet y. For hver inputstgrrelse indsaet-
tes, en enhed, veerdi og usikkerhed. Disse kan f.eks.
bestemmes som beskrevet i afsnit 2.2. Ud fra model-
funktionen og de indsatte usikkerheder kan man ved
hjelp af seerlige regneregler (se afsnit 2.4) udregne
usikkerheden for maleresultatet, som betegnes u(y).

De omtalte begreber vil bliver uddybet i de efterfgl-
gende afsnit og benyttes i to eksempler: et om tids-
maling og et om temperaturmaling.

Symbol storrel Enhed Veerdi  Usikkerhed Usikkerhedsbidrag
x grrelse e () 6)
X1 Fgrste inputstgrrelse = = . -
Xy Anden inputstgrrelse - - = -
Xn Sidste inputst@rrelse - - = -
y Maleresultatet - - - -
Modelfunktion: = f(xq,x5,:-,x,)
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Som tidligere navnt anvendes et usikkerhedsbudget
til at holde styr pa alle kilderne som bidrager til male-
usikkerheden. Men derudover kan et usikkerheds-
budget ogsa bruges til analysere hvordan man lettest
kan forbedre en maling.

| usikkerhedsbudgettet seetter man tal pa hvor meget
hver enkelt kilde/inputstgrrelse bidrager til malere-
sultatets usikkerhed. Dette kaldes usikkerhedsbidrag
u,(y), og fremgar af sidste kolonne pa Tabel 1. Oftest
vil det vaere lettest at forbedre en maling ved at have
fokus pa de inputstgrrelser som giver det hgjeste
usikkerhedsbidrag. Mere herom i afsnit 4.4.

Med et usikkerhedsbudget far man et overblik over,
hvad der indgar i modellen, og hvilke af bidragene fra
modellens forskellige inputs der har indflydelse pa
malingens usikkerhed. Til opstilling af usikkerheds-
budgetter er det praktisk at have en systematisk til-
gang. En systematisk tilgang vil blive beskrevet i de af-
snit 3 og 4.

Det fgrste skridt til at opstille et usikkerhedsbudget
er, at identificere hvad der skal males. Dette er ofte
svaerere end man tror. Processen med at afklare, hvad
det er der er behov for at male og hvordan dette skal

males, foregar typisk i flere skridt. Det kan vaere ngd-
vendigt at lave nogle indledende malinger. Det kan
ogsa veere ngdvendigt at konsultere med kunder, kol-
leger og evt. designingenigrer, for at tilpasse opgaven
med hensyn til forventninger til usikkerheden for ma-
leresultatet. Det kan saledes vaere ngdvendigt at til-
passe usikkerhedsbudgettet flere gange for at identi-
ficere alle ngdvendige bidrag og disse bidrags
stgrrelser.

Som inspiration og motivation for betydningen af
usikkerheder og vigtigheden af usikkerhedsbudget-
ter, starter vi med en lille historisk fortzelling om ud-
viklingen i verdensrekorder for maends 100 meter Igb.

1.2 Verdens hurtigste lgber?

Hvem er verdens hurtigste Igber?

Det er umiddelbart et simpelt spgrgsmal, men det er
pa mange mader upraecist. Er det den hurtigste Igber
blandt mennesker eller dyr der sp@rges efter? Pa hvil-
ken distance gnsker man, at finde den hurtigste Ig-
ber? Er det personen med den hgjeste tophastighed?
Eller er det personen med den hurtigste gennemsnits-

10.7
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Figur 1: Udviklingen i verdensrekorder for maends 100 meter sprint. Laengst til hgjre, den stdende verdensrekord af

Usain Bolt pa 9,58 sek. fra 2009.
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Tabel 2: Udsnit af 100 m verdensrekorder for maend. Angi-
vet er hvilken metode der blev anvendt til tidtagningen.

Lgber Ar Tid (s) Metode
A. Hary 1960 10,0 £ 0,05 @ Manuel
J. Hines 1968 | 9,95 + 0,005 @ Elektronisk
S. Williams 1976 9,9 £ 0,05 Manuel
C. Smith 1983 | 9,93 + 0,005 @ Elektronisk
D. Bailey 1996 | 9,84 + 0,005 @ Elektronisk
U. Bolt 2009 | 9,58 £+ 0,005 @ Elektronisk

hastighed over distancen? Og muligvis mange flere
spgrgsmal.

Det er en forudsatning, at have et velbestemt spgrgs-
mal, for at den rette metode og det rette maleudstyr
kan vealges, til at udfgre en maling som kan besvare
spgrgsmalet. F.eks. hjelper det ikke at have verdens
bedste ur, hvis det er massen af et lod man skal male.
Sa vil det nok veaere bedre at have en god vagt. Men
hvor godt skal udstyret vaere? Ja, det afhaenger ligele-
des af hvad man prgver at besvare.

Spgrgsmalet om verdens hurtigste Igber, vil vi vaelge
at praecisere til:

Hvilken mand er verdens hurtigste Igber pd en 100
meter straekning?

Siden 2009 vil de fleste nok svare: Usain Bolt. Her
smadrede han alle tidligere verdensrekorder ved at
Igbe 100 meter pa 9,58 sekunder. | 1983 opstod der
dog en spgjs situation. Her kunne to Igbere samtidig
sige, at de var verdens hurtigste pad 100 meter. Ved at
kigge naermere pa tidsmalingerne af de to Igbere, vil
vi undersgge, hvordan denne situation kunne opsta.
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Figur 2: Udsnit af 100 m verdensrekorder for maend. An-
givet er Igbetiden (grgn cirkel) med tilhgrende usikker-
hed (lodrette sorte streg med vandrette ende-streger,
kaldes ogsad for en usikkerhedsbjeelke).

1 1964 begyndte man at indfgre elektronisk tidtagning
for de korte Igbedistancer. Med elektronisk tidtag-
ning kan man automatisk synkronisere startskud og
malfoto. Herved blev det muligt at udfgre mere ngj-
agtige malinger. De fleste Igb fortsatte dog med ma-
nuelle malinger indtil 1977.

Pa Figur 1 er en graf, som viser, hvordan verdensre-
korden i 100 meter sprint har udviklet sig de sidste
hundrede ar. Grafen viser ogsa overgangen fra manu-
elle tidsmalinger (grgn kurve) til elektroniske tidsma-
linger (bla kurve). Ved overgangen er den nye rekord
langsommere (darligere) end den gamle verdensre-
kord.
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For at finde ud af, hvem der er hurtigst, skal man kigge
pa usikkerhederne pa malingerne. Et udsnit af tider
med tilhgrende usikkerhed er vist i Tabel 2. De tilsva-
rende tider og usikkerheder er ligeledes illustreret i
grafen pa Figur 2. Ved de manuelle malinger er usik-
kerheden + 0,05 sekunder. Den malte tid er derfor en-
ten 0,05 sekunder for lav eller 0,05 sekunder for hgj.
Med de elektroniske malinger er usikkerheden +0,005
sekunder, altsd 10 gange lavere eller med andre ord
10 gange bedre end de manuelle malinger.

Williams’ verdensrekord fra 1976 skal lzeses som at
han har Igbet de 100 meter pa mellem 9,85 sekunder
og 9,95 sekunder. Dette kaldes for usikkerhedsinter-
vallet. Tilsvarende skal Hines’ tid fra 1968 lzeses som
en tid mellem 9,945 sekunder og 9,955 sekunder. For
at afggre, hvem af de to der er hurtigst, sammenlignes
de langsomste tider fra usikkerhedsintervallerne. Det
vil sige, 9,95 sekunder og 9,955 sekunder. Da Willi-
ams’ langsomste tid pa 9,95 sekunder er mindre end
Hines’ langsomste tid pa 9,955 sekunder, sa overgik
verdensrekorden til Williams i 1976. Dette kan ogsa
ses ved at sammenligne "toppen” af usikkerhedsbjzel-
ken pad de to malinger pa Figur 2. Usikkerhedsbjael-
kens top pd Hines’ tidsmaling ligger hgjere end Willi-

’

ams'.

1 1983 Igb Smith derimod pa 9,93 sekunder. Den lang-
somste tid i Smiths usikkerhedsintervallet er her
9,935 sekunder. Dette blev dermed den nye verdens-
rekord, da den slog Williams’ langsomste tid pa 9,95
sekunder. Men fordi Williams’ tid blev malt med et
stgrre usikkerhedsinterval, kunne han potentielt set
have Igbet pa tiden 9,85 sekunder. Denne tid ville sa-
ledes ikke vaere slaet af Smiths hurtigste tid pa 9,925
sekunder. Derfor kan man ikke sige med sikkerhed,
om Williams’ tid var hurtigere en Smiths, da malingen
fra 1976 ikke var praecis nok. Williams kunne saledes
have beholdt sin verdensrekord helt til 1996, fgr man
med sikkerhed kunne sige at den var slaet.

De forbedrede malinger, som brugen af elektronisk
tidtagning har medfgrt, har gjort det meget lettere at
vurdere, om der er sat en ny verdensrekord. Som det
fremgar af udviklingen af 100 m rekorderne, er kend-
skabet til og vurdering af en malings usikkerhed helt
afggrende for, hvordan vi kan tolke et spgrgsmal, som

ellers kan virke ligetil. Var Smith hurtigere eller lang-
sommere end Williams? Svaret er: det ved vi ikke, for
usikkerheden pa Williams’ maling var simpelthen for
stor.

Med introduktionen af den elektroniske tidsmaling
opstod en ny situation, hvor det var meget nemmere
at skelne Igbetiderne. Om det bliver ngdvendigt at in-
troducere endnu bedre tidsmalinger i fremtiden er
ikke sikkert for der er ogsa andre parametre som vind-
modstand og luftfugtighed osv. som pavirker den en-
kelte Igbers tider.

Fgr vi dykker dybere ned i usikkerhedsbudgettet for
tidtagningen af en Igber skal vi have nogle ngdven-
dige begreber og formler pa plads. Dette gennemgas
i afsnit 2, hvorefter vi vil vende tilbage til Igbe eksem-
pleti afsnit 3.

2 Modelfunktion og usik-
kerheder

Har du malt en temperatur, er det sandsynligt, at du
maler lidt for hgjt eller lidt for lavt i forhold til den
sande vardi. Den usikkerhed som temperaturmalin-
gen er behaftet med kan stamme fra flere usikker-
hedskilder.

| dette afsnit gives en introduktion til, hvordan man
behandler mange kilder til usikkerhed ved at opstille
et usikkerhedsbudget.

For at opstille et usikkerhedsbudget skal man fgrst (1)
vide hvad man gnsker at male, og (2) identificere alle
de mulige fejlkilder som kan pavirke malingen eller bi-
drage til at gge usikkerheden. (3) Dernaest opstilles en
modelfunktion, som beskriver hvordan malingen pa-
virkes af de enkelte kilder/bidrag.

| de fglgende underafsnit gennemgar vi derfor, hvad
en modelfunktion er (afsnit 2.1), og hvordan man be-
stemmer malevardi og usikkerhed ud fra et seet ma-
linger (afsnit 2.2).
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2.1 Modelfunktion

En modelfunktion er et matematisk udtryk, der be-
skriver sammenhangen mellem to eller flere male-
stgrrelser. Malestgrrelserne kan veere lengde, ha-
stighed, temperatur osv. afhaengig af, hvad din
modelfunktion forsgger at beskrive. | boks 2 er be-
skrevet neermere hvad der menes med en funktion.

Et eksempel pa en modelfunktion, er udtrykket for et
rgrs indre tvaersnitareal a

Ligning 1:
d\2
a=n(3)

hvor d er den indre diameter malt pa rgret, se Figur
3. Modelfunktionen fortzller os at rgrets tveersnits-
areal a er afhaengig af diameteren d.

Hvis diameteren er 0,5 cm fas, at tveersnitarealet er
a=m-(05cm/2)? = 3,1416 - 0,0625 cm? =
0,1963 cm?.

Figur 3: Rgr med indtegnet indre diameter, d.

Et andet eksempel pd en modelfunktion er arealet A
af et rektanguleert fabriksgulv med en malt leengde L
og malt bredde B. Da er arealet givet ved
Ligning 2:

A=L-B

Hvilket er en modelfunktion som beskriver hvordan
arealet A, afhanger af lengden og bredden af gulvet.

Generelt kan en funktion angives ved y = f(x), hvor
x kaldes den uafhaengige variabel og y kaldes den af-
haengige variabel, som begge er tal. f er blot et navn,
der ggr det muligt at kende flere funktioner fra hinan-
den.

For arealerne ovenfor svarer a og A til den afhaengige
variabel y. Vi kan introducere funktionsnavne for de

to arealer, ved brug af de samme navne som de uaf-
haengige variable, x. Det vil sige for rgrets areal fas
modelfunktionen

Ligning 3:
a(d) =m-(d/2)?

og a = a(d). d kaldes ogsa for inputstgrrelse i et usik-
kerhedsbudget.

For arealet af gulvet er der mere end en malestgrrelse
i udtrykket, nemlig bade lzengde og bredde. Gulvets
areal er saledes en funktion af flere uafhangige vari-
able/inputstgrrelser. Dette kan angives ved at skrive
Ligning 4:

A(L,LB)=L-B

Et generelt udtryk for funktioner af flere variable kan
skrives som
Ligning 5:

Y = (1, %2, X3, 00, Xp)

hvor x; er den fgrste inputstgrrelse, x, den anden in-
putstgrrelse osv. Denne nummerering (indeksering)
Igber op til den sidste inputstgrrelse, som er numme-
reret med n. Hvis der samlet er 4 inputstgrrelser
ern=4.

For en modelfunktion er variablene x og y ikke kun tal
men faktiske malestgrrelser med talvaerdi, usikkerhed
og enhed. En modelfunktion adskiller sig yderligere
fra en generel funktion i kraft af, at inputstgrrelserne
ikke behgver at veere uafhangige. For eksempel vil
leengde og bredde i malingen af gulvarealet A oven-
for, have en gensidig afhangighed, safremt de begge
er malt med den samme malestok.

En modelfunktion for bestemmelse af koncentratio-
nen af sukker oplgst i kaffe ville som eksempel kunne
opstilles som fglger:

Sukkeret afvejes, inden det haldes i kaffen, til at have
en masse m pa 10,7 g. Efter at sukkeret er haeldt i kaf-
fen, males volumenet V til 0,29 L. Sukkerkoncentrati-
onen c er en funktion af massen m og volumenet V og
er givet ved udtrykket

Ligning 6:
m
cim, V) =—
(mV) =
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Regnereglerne for maleveaerdi og enheder er de
samme som de almindelige regneregler for tal. Suk-
kerkoncentrationens veerdi bliver saledes

Ligning 7:

10,7
c(m, V) =¢(10,7 g 0,29L) = Wzi’ = 11,63%

Usikkerhederne har derimod andre regneregler, som
vi kommer ind pa i afsnit 2.4. Regnereglerne for usik-
kerheder skal nemlig afspejle hvad stgrste fejl bliver
for funktionsvaerdien, nar alle inputstgrrelserne vari-
eres inden for deres respektive usikkerhedsinterval-
ler.
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Boks 2: En lineaer modelfunktion

Det sker ofte, at nar én ting andres, sa er der andre
parametre som ogsa &ndre sig. Det betegnes at de to
ting er afheengige af hinanden.

Hvis du f.eks. har en meget varm kop kaffe, sa vil den,
efterhanden som tiden gar, afkgles til den omgivende
temperatur. Det vil sige at kaffens temperatur er af-
haengig af tiden, eller sagt pa en anden made, kaffens
temperatur er en funktion af tiden.

Hvis vi antager, at afkglingen er linecer afhaengighed
af tiden, vil det give fglgende matematiske funktion:

Ligning 8:
y=a'x+b

Hvor y er temperaturen af kaffen, og x er tiden. x og y
er variable, det vil sige at de kan variere. Derimod vil
a og b have en fast veerdi. Heldningen a angiver hvor
meget temperaturen falder pr. minut. F.eks. kunne
temperaturen falde med 2 °C pr. minut, a=
-2 °C/ .

minut
fen, den kunne f.eks. vaere 90 °C. Dette er indtegnet i

b angiver start-temperaturen for kaf-
koordinatsystemet pa Figur 4.

Den matematiske funktion for afkglingen af kaffen er
saledes:

Ligning 9:
y==-2"C/ e x+90°C

92-A b: skg%ri;\cgspunkt
o 95*-/ -
‘: 88- 1
3 86 a : haeldning
® = -2 °C/min.
Oé_ 84+
k3 82+
.. 807
> 784

L L L L >
1 2 3 4 5

x: tid (min.)

Figur 4: Fald i temperatur givet ved en lineaer funk-
tion dvs. en ret linje.

Med denne matematiske funktion er det nu muligt at forudsige hvor kold kaffen vil veere efter f.eks. 5 mi-

nutter, x =5 minutter:

y==2"C/ e 5 minutter + 90 °C =80 °C

Den matematiske funktion som beskriver sammenhangen mellem to variable behgver ikke veere linear som

i dette tilfaelde. Den kunne f.eks. ogsa vaere eksponentiel, hvilket formentlig ville vaere en bedre funktion at
bruge til at beskrive nedkglingen af kaffe, da den er hurtigst i starten.
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2.2 Estimering af maleresultat ved
gennemsnit og spredning

Der skelnes mellem to mader at bestemme stgrrelsen
af en maleusikkerhed.

Type A: Ved brug af gentagne malinger benyttes
statistik til at bestemme usikkerheden.

Type B: @vrige metoder end type A anvendes til at be-
stemme usikkerheden. For eksempel kan erfaring fra
tidligere malinger anvendes, eller der kan vaere fysi-
ske forhold som begraenser usikkerheden.

Type A er den primare metode til at bestemme
stgrrelsen af en malings usikkerhed. Mangel pa tid,
ressourcer og penge kan dog ggre det ngdvendigt at
bestemme stgrrelsen ved brug af type B. | det
felgende vil vi give den mest typiske fremgang ved
brug af type A,
temperaturen af et vandbad males med et elektronisk

anvendt i et eksempel, hvor

termometer.

Pa Figur 5 ses en varmeplade, der bruges til at styre
temperaturen af en olie, som er healdt op i et
malebager. Temperaturen i oliebadet males med et
elektronisk termometer. Aflaesningerne fra
termometeret bliver logget pa en computer og
indtegnet pa en graf, som er fremhavet til hgjre. De
individuelle loggede aflaesninger fra termometeret er
vist som bla punkter pa grafen. Tidspunkterne for de
individuelle aflaesninger er uden betydning for de

fglgende udregninger.

Pa grafen kan man se at malepunkterne holder sig
inden for intervallet fra 23 °C til 24 °C, sa allerede her
har vi et overslag (et estimat) for malingen som
vaerende 23,5 °C = 0,5 °C. Det bedste estimat for
malingens vaerdi og maleusikkerhed fas dog ved at
anvende de aflaeste talvaerdier fra termometeret og
udregne gennemsnit og spredning ud fra disse. Pa
grafen er resultatet af dette angivet ved det sorte
punkt med usikkerhedsbjaelken (yderst til hgjre), som
angiver middelveerdi og spredning.

| naeste afsnit vil vi se pa hvordan man generelt

udregner middelvaerdi, spredning og standard
usikkerhed.
2.2.1 Et szt af maleveaerdier

Et antal afleesninger g; er blevet foretaget for en
malestgrrelse q, og opskrives

{01, 92,93 -, Gn}

hvor n er det samlede antal aflaesninger af
malestgrrelsen q. Hver g; er en talvaerdi med enhed,
ogi er en indeksering (nummerering) af
afleesningerne. Den fgrste maling benavnes q; og den
anden g, osv. Nummereringen Igber op til den sidste
maling som kaldes n. Sa n er det samlede antal malin-
ger som er foretaget. Hvis der samlet er taget 5 ma-

linger, ern=5.

Temperatur (°C)

Figur 5: Fra venstre: Et elektronisk termometer mdler temperaturen i et oliebad. De madlte temperaturer bliver opsamlet

med en computer. De aflaeste temperaturer vises pd en graf.
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Malestgrrelsen q kunne for eksempel veere tempera-
turen af oliebadet i Figur 5. Fem aflaeste temperaturer
kunne sa vaere skrevet op i en liste:

{23,54°C, 23,27°C,

23,37°C, 23,41°C, 23,39°C}

Gennemsnit af malevaerdier

(middelvaerdi)
Gennemsnittet q for aflaesningerne udregnes ved

2.2.2

formlen i boks 3.

Boks 3: Middelvaerdi / Gennemsnit
Ligning 10

G+ q@+qtta,
n

q:

For de fem malinger af temperaturen bliver dette:

T = 23,54 °C + 23,27 °C + 23,37 °C + 23,41 °C + 23,39 °C
- 5

= 23,396 °C

Bemaerk, at selvom et instrument angiver malevaer-
dien med et endeligt antal decimaler, f.eks. som i
dette tilfeelde 0,01, sa kan gennemsnittet godt have
flere decimaler.

2.2.3 Standardafvigelse for malevaerdier
Standardafvigelsen, s(q) udregnes for at fa en ide om

hvor tzet de enkelte malinger ligger pa gennemsnittet.
Formlen som benyttes til at bestemme standardafvi-
gelsen ses i boks 4.

Differenserne q; — q seetter tal pa forskellen mellem
den enkelte afleesninger q; og gennemsnittet q.

Tager man gennemsnittet af disse differenser far man
0, sa dette er ikke et godt tal for spredningen af veer-
dierne (¢ — q) = 0. For at komme ud over dette pro-
blem kvadreres differenserne (dvs. oplgftes i anden

Ligning 11:

(g9; — @)? ). Nu kan gennemsnittet af de kvadrerede
differenser udregnes,

(@ —D*+ (@2 —D* + (g3 — D> + -+ (g, — §)?

@-0°= -

og denne vil vaere forskellig fra nul, med mindre alle
aflaesningerne er ngjagtig magen til gennemsnittet.

Gennemsnittet af de kvadrerede differenser har en-
heden (°C)?, sa for at enheden pa spredningen passer
til enheden pa middelvaerdien, er man ngdt til at tage
kvadratroden.

Boks 4: Standardafvigelse
Ligning 12

@D+ (@ D+ (@3 =D+ + (g — )
s(q) = 1

Bemazerk at der ikke divideres med antallet af aflaes-
ninger n, men med n — 1. Rationalet er at middelvaer-
dien ogsa bliver udregnet fra datasattet, og
derfor skal usikkerheden lige ggres lidt st@grre. Det be-
tyder ogsad at man mindst skal have to aflaesninger for

at kunne udregne en standardafvigelse.

For de fem temperaturaflaesninger fas spredningen
som angivet nedenfor i Ligning 11.

(23,54 — 23,396)2 + (23,27 — 23,396)? + (23,37 — 23,396)? + (23,41 — 23,396)? + (23,39 — 23,396)?
s(T) = G-D °C

=0,0969 °C
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2.2.4 Standardusikkerhed af maleveerdier
Den fundne standardafvigelse, s(q) kan benyttes til at

finde ud af hvor stor usikkerhed der er pa gennem-
snittet. Altsa hvor praecist gennemsnittet er bestemt.
Dette kaldes for standardusikkerhed, u(q). Den gene-
relle formel for standardusikkerheden u(g) af gen-
nemsnittet q ses i boks 5.

Boks 5: Standardusikkerhed
Ligning 13
s(q@)

u(q) = o

For de fem temperaturmalinger bliver standardusik-
kerheden:

Ligning 14:

s(T) ~0,0969°C
NS

w() = = 0,0433°C

Standardusikkerheden fortaeller hvad spredningen pa
middelvaerdien vil veere. Det vil sige at, hvis man f.eks.
laver 10 gentagelser af proceduren hvor der laves 5
afleesninger af temperaturen for hvilke gennemsnittet
udregnes, sa vil man fa 10 middelveaerdier, som sa vil
have en standardafvigelse pa u(T).

2.3 Relativ usikkerhed
Nar man skal sammenligne usikkerheder pa malestgr-
relser er det ofte nyttigt at sammenligne den relative
usikkerhed, som udregnes saledes:
Ligning 15:
u(@)
gl

hvor |g| er absolutveerdien af g. Absolutvaerdien be-
tyder at hvis g < 0 sa skiftes fortegnet, sa @ bliver et
positivt tal.

For temperaturmalingerne ovenfor er malingens
veerdi bestemt som gennemsnittet af de fem malin-
ger. Derved fas den relative usikkerhed til
Ligning 16:
u(T) 0,0433°C
T ~ 23396°C

=0,00185 = 0,185 %

Den relative usikkerhed er enhedslgs og kan derfor
opggres i procent. Fravaeret af enhed betyder samti-
dig, at man skal veere omhyggelig med at rapportere,
hvordan den relative usikkerhed er udregnet. Netop
for temperatur malt pa Celsius-skalaen giver det ikke
mening at tale om den relative usikkerhed. Men an-
vendes i stedet Kelvin-skalaen, kan man benytte den
relative usikkerhed (begrundelsen for dette er omtalt
i undervisningselement A1 — Introduktion til mdlin-
ger). Pa Kelvin-skalaen ville man fa fglgende relative
usikkerhed

w(T) 0,0433 K
T (23,396 + 273,15) K

=0,000146 = 0,0146 %

Den relative usikkerhed udregnet med hensyn til Kel-
vin-skalaen er saledes vaesentlig lavere end nar den
var udregnet for Celsius-skalaen. Er man i tvivl om
hvilken enhed man skal bruge, bgr man altid omregne
alle malestgrrelser til SI enhederne.

2.4 Regneregler for usikkerheder

I afsnit 2.1 om modelfunktioner naevnte vi, at regne-
reglerne for usikkerheder ikke er de samme som for
malevardier og enheder.

Regnereglerne for usikkerheder skal afspejle, hvad
den stgrste forskel i modelfunktionens output veerdi
bliver, nar alle inputstgrrelserne varieres inden for
deres respektive usikkerhedsintervaller.

| boks 6 ses regnereglerne for usikkerheder. Regne-
reglerne vil blive benytte i eksemplerne i afsnit 3 og
4,

Nar usikkerhederne udregnes som i boks 6 siger man
at "usikkerhederne lzegges sammen i kvadratur”
(dvs. at usikkerhederne er kvadreret/oplgftet til 2.
potens) u(y)? = u(a)? + u(b)?. Dette geelder kun,
nar malestgrrelserne/bidragene er uafhangige.

Hvordan man undersgger, om malestgrrelser er
uafhaengig og hvordan man udregner usikkerheder
med afhangige malestgrrelser, vil ikke blive
gennemgaet i dette undervisningselement.
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Boks 6: Regneregler for usikkerheder
Nar man har en matematiskfunktion som beskriver
hvordan talvaerdierne for en eller flere malestgrrelser
kombineres, sa anvendes nedenstdende regneregler til
at udregne, hvad den samlede usikkerhed bliver.

a og b er to malestgrrelser eller kilder til usikkerhed.

Addition / sum:

Nar maleveaerdier legges sammen galder:

Funktion Samlet usikkerhed:
y=ath u(y) = Ju@? +u®)?

Hvor u(a) er usikkerheden pa malestgrrelse a og u(b)
er usikkerheden pa malestgrrelsen b.

Subtraktion / differens:

Nar maleveerdier traekkes fra hinanden gaelder:

Funktion Samlet usikkerhed:
y=a-—b u(y) =Ju(a)? + u(b)?

Multiplikation med konstant k:

Nar en malevaerdi ganges med en konstant k geelder:

Samlet usikkerhed:
u(y) = |k| - u(a)

Funktion

y=k-a

Hvor |k| er absolut veerdien af k, dvs. at hvis k er
negativ skiftes fortegnet til positiv.

Multiplikation / produkt:

Nar malestgrrelser ganges sammen galder:

Funktion Samlet usikkerhed:
2 2
u(a) u(b)
=a-b —v. [ == s
y u(y)y]<a>+(b)
Division:

Nar en malestgrrelse divideres med en anden
malestgrrelse gaelder:

Funktion Samlet usikkerhed:

a 2 b 2
SRR O

NB: For multiplikation og division er det de relative

usikkerheder (dvs. @) der legges sammen.

3 Verdens hurtigste lgber?
| afsnit 1.2 sa vi, hvordan stgrrelsen af usikkerhed kan
have betydning for, hvordan vi evaluerer maleresulta-
ter. | dette afsnit gennemgar vi, hvordan usikkerhe-
den for den manuelle og elektroniske tidtagning kan
bestemmes.

3.1 Maleusikkerhed pa tidtagning
for 100 meter sprint

| vurderingen af hvilke kilder til usikkerhed, der kan

vaere til en maling, kan man anvende maleteknikkens

sekstakkede stjerne, som blev gennemgaet i A1 - In-

troduktion til mdlinger. De seks kilder er:

. Maleemnet

. Maleudstyret
. Malemetoden
. Miljget

. Referencen

o U, W N P

. Operatgren

Elementerne fra stjernen kan analyseres hver for sig
og laegges sammen til sidst til en samlet usikkerhed.
Det kraever, at alle kilderne til usikkerhed far tillagt en
talveerdi.

Ved at gennemga maleteknikkens sekstakkede stjerne
kan vi estimere usikkerheden for henholdsvis manu-
elle og elektroniske tidsmalinger ved 100 meterlgb. |
Tabel 3 er opstillet alle de seks typer af fejlkilder fra
maleteknikkens sekstakkede stjerne, og en beskri-
velse af hvordan hver kilde pavirker tidsmalingen.
Derudover er det enten beregnet eller estimeret hvor
stor en usikkerhed hver fejlkilde bidrager med.

For den manuelle tidsmaling er det operatgren der bi-
drager med den stgrste usikkerhed, som er estimeret
til 0,0229 sekunder. For den elektroniske tidsmaling
er det maleudstyret, som giver det stgrste bidrag med
en usikkerhed pa 0,0024 sekunder.

Et usikkerhedsbudget er sdledes et vigtigt veerktgj til
at kunne vurdere, hvilke kilder der bidrager mest til
malingens usikkerhed.
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Tabel 3: Gennemgang af madleteknikkens sekstakkede stjerne til at estimere de forskellige kilder til mdleusikkerhed for de to
metoder af tidtagning ved 100 meter Igb.

Kilde Beskrivelse Usikkerhed i [sek.]
Manuel EIeI_(tro-
nisk
Maleemnet er i dette tilfeelde selve Igberen. Maleudstyret pavirker ikke
Male- Igberen direkte, og ligeledes pavirker Igberen ikke maleudstyret. Derved 0 0
emnet bidrager maleemnet i dette tilfelde ikke med nogen usikkerhed til malin-
gen.

Der anvendes et stopur til at udfgre den manuelle tidsmaling. Stopurets
skalainterval er 0,01 sekund. For at veere sikker pa at stopuret faktisk har
denne oplgsning ville det veere en god ide at validere det ved yderligere
malinger. Men i dette tilfeelde vaelger vi at stole pa manualens angivelse.
Som vil blive forklaret senere i afsnit 4.6.1, er bidraget til usikkerheden

Male- Er:likalainddelingen givet ved at dividere skalaintervallet med 2+v/3, dvs. 0,0029 0,0024
udstyret ’\/_ = 0,0029 s.
2vV3

| den elektroniske maling tages der 120 malfotos pr. sekund, dvs. for hver
0,00833 sekund tages et foto af Igberen (1s/120 fotos). Igen divideres

med 2+/3 s& usikkerheden er 0,0024 s.

Den manuelle maling foregar ved, at tidtageren star ved mallinjen. Nar
startskuddet lyder, satter tidtageren stopuret i gang, og nar Igberen
krydser mallinjen, stoppes uret igen.

Det er ikke ligegyldigt, hvor startpistolen er placeret i forhold til start-
og mallinje. Lyd rejser med ca. 340 m/s (afhangig af tryk og fugtighed).
Hvis startpistolen befinder sig ved startlinjen, vil det tage ca. 0,3 se-
kund? fra startskuddet lyder, til lyden har rejst de 100 meter fra start-
linje til mallinje, hvor tidtageren star. Tidtageren vil i givet fald male en
tid der er 0,3 sekunder for langsom. Denne tidsforsinkelse er altsa
stgrre end de 0,05 sekunders maleusikkerhed angivet for de manuelle
malinger i Tabel 2.

En bedre maleusikkerhed opnas ved at korrigere for den tidsforskyd-
ning, som lydens hastighed indebzerer. Men problemet kan ogsa desig-
nes veek ved at lade startpistolen vaere placeret midt mellem start og
slut. Sa vil Igbere og tidsmalerne hgre startskuddet med en mindre tids-
forskydning. Vind pa langs af banen kan dog stadig medfgre en forskel i,
hvornar startskuddet hgres ved start- og mallinje. En forskel som ved en
vind pa 2 meter pr. sekund svarer til 0,002 sekunders tidsforskydning.

Metode 0,002 0,0005

Den elektroniske maling foretages ved at startskud og malfoto er synkro-
niseret via elektriske ledninger, hvor signalerne lgber meget taet ved ly-
sets hastighed. Denne forsinkelse er derfor under 1 pus = 0,000001 sek.
Der kan dog stadig veere forskel pa, hvornar Igberne hgrer startskuddet,
sa et lille bidrag pa 0,0005 s tilfgjes her.

1 100m
3402
S

~0,2941s5=03s
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(Tabel forsat fra forrige side)

Kilde Beskrivelse Usikkerhed i [sek.]
Manuel EIeI_(tro-
nisk

Stopuret benyttes ved temperatur og luftfugtighed som ligger inden for
det producenten betegner som normale forhold der ikke pavirker stop-
Miljo uret. Derfor kan det antages at miljget ikke vil pavirke malingen, eller at 0 0
pavirkningen er sa lille, at vi ikke vil kunne male det. Dette geelder for
bade den manuelle og den elektroniske malemetode.

Stopuret er blevet kalibreret inden malingen hos et akkrediteret labora-
torium. Det akkrediterede laboratorie har noget udstyr som automatisk
kalibrere stopuret, uden at en operatgr er ngdvendig. Denne kalibrering
fungerer som reference. Usikkerheden pa kalibreringen er oplyst i det ka-
Reference | libreringscertifikat som det akkrediterede laboratorium har udstedt. 0,000001 0,000001
Usikkerheden er pa 0,000001 sekunder.

Den elektroniske tidsmaling blive ligeledes kaliberet hos det samme ak-

krediterede laboratorium og bidrager med samme usikkerhed.

For den manuelle tidsmaling er operatgren tidtageren. Starter operatg-

ren stopuret for tidligt eller sent, vil det pavirke malingen. Da det enkelte

Ipb ikke kan ggres om, er det en fordel at have flere operatgrer til at ud-

fore tidsmalingen parallelt. Dermed mindskes risikoen for, at manglende

fokus fra en enkelt operatgr gdelaegger en maling. Dette giver ogsa en

Operatgr = mulighed for at sammenligne de forskellige tidsmdlinger. Usikkerheden, = 0,0229 0

som operatgren bidrager med er beregnet i regneeksemplet i boks 7.

For den elektroniske tidsmaling er der ikke direkte en operatgr, idet ma-
lingen foretages elektronisk og automatisk er synkroniseret.
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Boks 7: Eksempel - Manuel tidsmaling af 100 meter lob

For et 100 meterlgb, malt med manuel tidtagning, kan Igbetid og usikkerhedens stgrrelse
f.eks. estimeres ved fglgende fremgang:

Den manuelle tidsmaling udfgres simultant af 10 personer (tidtagere), som hver laver en
maling, af et 100 m Igb for én Igber. Det giver 10 maletider ty, ty, ..., t;o som kunne falde ud
som fglger:

{t1 ty ... t10}1=1{9,79 9,80 9,82 9,83 9,87 9,88 9,90 9,92 9,93 9,95 10,03} s

Et godt estimat for Igbetiden, vil da veere bestemt ved gennemsnittet af de malte tider ¢,
udregnet ved (se afsnit 2.2.2 for den generelle formel for gennemsnittet):

t1+ b+ + by

‘ 10

9,79s+980s+982s+983s+987s+988s+990s+992s+993s+995s + 10,03 s

‘ 10

=9,88363 s

For at saette tal pa hvor enige tidtagerne er i deres malinger, udregnes hvor meget hver
tidsmaling afviger fra gennemsnittet (t; — t), (t; — t) ..., (t;o — t). Dette anvendes til at ud-
regne standardafvigelsen s(t) som gennemgaet i afsnit 2.2.3:

(=02 + (6 =D+ (G =D+ + (b — D)?
s® = 10-1

Tider (sek.)
9,75

9,8

9,85

9,9

o oo o oo
; -
e

9,95

10

10,05

Figur 6:

Grgn: Malte tider.

Sort: t + s(t)
Rod: t + u(t)

B \/ (9,79s — 9,883635)2 + (9,84s — 9,88363s)2 + (9,825 — 9,883635)2 + - + (10,03s — 9,88363s)2

10-1

=0,07243s

Bemaerk at standardafvigelsen s skrives med kursiv, mens enheden for sekunder s ikke skrives i kursiv.

P& tidsaksen pa Figur 6 er de 10 tidsmalinger angivet med grgnne punkter, mens gennemsnittet ¢ er angivet med det

sorte punkt. Den sorte bjaelke angiver plus/minus den udregnede standardafvigelse (+s). Pa aksen kan vi se, at tidsma-
lingen pa 10,03 sekunder ligger betydeligt lzengere fra alle de andre malepunkter. Samtidig kan vi se at det udregnede
gennemsnit og standardafvigelse er domineret af de andre vaerdier som ligger teettere sammen. Under nogle omstaen-

digheder vil punktet pa 10,03 sekunder kunne udelukkes, fordi den ligger sa langt vaek fra de gvrige punkter, men det
kan veere sveert at udelukke at det ikke er en tilfeeldig (statistisk) berettiget afvigelse. Hvis malepunktet fjernes, skal

det dokumenteres, og der skal argumenteres for at det er rimeligt at fjerne det.

For at bestemme hvor stor usikkerheden er pa gennemsnittet beregnes standardusikkerheden som i afsnit 2.2.4:

s(t) 0,07243s
u(t) =—==————=10,02290
o N V10

Standardusikkerheden er angivet i Figur 6 med den rg@de usikkerhedsbjalke omkring gennemsnittet ¢ for de malte ti-

der. Den fundne standardusikkerhed benyttes i usikkerhedsbudgettet.
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3.1.1 Udregning af den samlede usikkerhed

for manuel og elektronisk tidsmaling
De usikkerheder, som blev enten beregnet eller

estimeret i Tabel 3, benytter vi nu til at udarbejde et
usikkerhedsbudget for den manuelle og elektroniske
tidsmaling. Usikkerhedsbudgettet for hver metode
ses i Tabel 4. Bemaerk at skabelonen i Tabel 1 ikke er
benyttet for at holde dette eksempel simpelt. De
enkelte kilder til usikkerhed og den talveerdi de
bidrager med er indsat i tabellen.

Usikkerhederne laegges sammen i kvadratur som i
boks 6. For den manuelle tidsmaling fas felgende

Ligning 17:
u(tmanuel)

=,/0,00292 + 0,0022 + 0,0000012 + 0,02292
=0,02317 s

Den samlede usikkerhed for den manuelle og den
elektroniske tidsmaling ses i sidste raekke af Tabel 4.

Resultatet af tidsmalingen kan nu angives som gen-
nemsnittet fundet i regneeksemplet (boks 7), og med
de samlede usikkerheder. Dog benytter vi et 95% kon-
fidensinterval, hvilket vil sige at usikkerhederne gan-
ges med 2. Det sikre at den sande veerdi med 95% sik-
kerhed ligger indenfor usikkerhedsintervallet. Dette
kaldes for den ekspanderede usikkerhed, U(y). Mere
herom i afsnit 4.5. Derved bliver resultatet:

Manuel
Elektronisk

tmanuer = (9,887 £0,046) s
Lelektronisk = (9;8872 + 0,0049) S

Bemaerk at usikkerhederne er vist med to betydende
cifre. Det betyder for det manuelle resultat, at der er
tre decimaler efter kommaet pa usikkerheden, mens
der for den elektroniske er fire decimaler. Talvaerdien
for maleresultatet er afrundet til samme antal cifre
bag kommaet, som deres respektive usikkerheder. De
generelle regler for afrunding og betydende cifre er
gennemgaet ved hjzlp af eksempler i boks 8.

Det gennemgaede eksempel om 100 m Igb er forsim-
plet, og skal mest fungere som en introduktion til be-
greberne. | det fglgende afsnit vil vi mere systematisk

og detaljeret, gennemga hvordan et usikkerhedsbud-
get bgr stilles op og evt. efterfglgende tilpasses.

Tabel 4: Usikkerhedsbudget for 100 m Igb.
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Kilde til Usikkerhed  Usikkerhed

usikkerheden .
Manuelt Elektronisk

[enhed]

Lgberen 0

(maleemne) [s]

Stopurets

oplgsning 0,0029 0,0024

(maleudstyr) [s]

Metode [s] 0,002 0,0005

Miljg [s] 0 0

Kalibreringen 0,000001 0,000001

(reference) [s]

Tidtagerens

reaktion 0,0229 0

(operatgr) [s]

Samlet

T [ 0,02317 0,002452
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Boks 8: Betydende cifre

| et maleresultat bgr den ekspanderede usikkerhed, U(y) angives med hgjst to betydende cifre, og resulta-
tets talveerdi afrundes derefter.

De to betydende cifre bestemmes ved at kigge pa U(y)’s decimaler fra venstre og finde de fgrste to deci-
maler, som er forskellige fra nul. Nedenfor er dette de dobbelt understregede cifre,

0,1748 °C

Det efterfglgende ciffer (med enkelt understregning) anvendes til at lave en passende afrunding til de to
betydende cifre. Hvis det efterfglgende ciffer er mindre end 5, beholdes de to cifre som de star (dvs. usik-
kerheden bliver 0,17 °C). Hvis det efterfglgende ciffer er 5 eller stgrre, sa rundes det sidst betydende ciffer

op, (dvs. hvis der stod 0,1758 °C sa ville afrundingen til to betydende cifre bliver 0,18 °C). Middelveerdien
for y afrundes til det tilsvarende antal cifre efter kommaet, som usikkerheden er angivet med.

Nogle eksempler pa afrunding er givet her:

1. Leengden af et objekt er bestemt til 3,69445 cm med en ekspanderet usikkerhed pa 3,12 mm, malere-
sultatet er derfor

FORKERT: L=(3,7cm £0,31) cm
RIGTIGT: L=(3,69%0,31)cm

Den fgrste linje er forkert, fordi usikkerheden er angivet med to betydende cifre efter kommaet og
malevaerdien kun er angivet med ét ciffer efter kommaet.

2. Bakteriens diameter blev malt til 2,0522 um (2 um = 0,0020522 mm) med en ekspanderet usikkerhed
pa 0,0613 um (0,0613 um = 0,0000613 mm)

FORKERT: v = (2,05 + 0,06) um
RIGTIGT: v =(2,052 % 0,061) um

Den fgrste linje er forkert, fordi der er brugt ét betydende ciffer i usikkerheden. Mens anden linje er
korrekt idet usikkerheden er afrundet til to betydende cifre. Det skal dog bemarkes at man godt kan
veelge kun at afrundet usikkerheden til ét betydende ciffer, i det tilfelde vil fgrste linje veere korrekt.

3. Hastigheden af en bilist pa en landevej blev bestemt til 134,594 km/t med en ekspanderet usikkerhed
pa 14,904 km/t. Maleresultatet er derfor

FORKERT: v =(134,6 + 14,9) km/t
RIGTIGT:  v=(135 % 15) km/t

Den fgrste linje er forkert, fordi usikkerheden er afrundet til tre betydende cifre i stedet for to. Anden
linje er korrekt, idet usikkerheden er afrundet til to betydende cifre.

UNDERVISNINGSELEMENT A2 metrologi.dk SIDE 16




4 Usikkerhedsbudget for
en temperaturmaling

| dette afsnit vil vi gennemga hvordan et usikkerheds-
budget kan bygges op. Vi vil tage udgangspunkt i en
temperaturmaling. Fgrst vil et simpelt usikkerheds-
budget opstilles hvor kun usikkerheden fra (1) kalibre-
ring og (2) spredning fra gentagende malinger medta-
ges. Derudover vil vi opstille en korrektionsfunktion
som benyttes til at korrigere de malevaerdier som af-
leeses fra termometeret. Til sidst vil vi, med udgangs-
punkt i maleteknikkens sekstakkede stjerne, se pa
hvilke andre kilder til usikkerhed der kan vaere pa en
temperaturmaling.

4.1 Kalibrering af et termometer
Temperaturen er ofte en vigtig malestgrrelse at male
for at sikre stabilitet i industrielle faciliteter og labo-
ratorier. For at sikre, at de malte temperaturer er
sammenlignelige ved brug af forskellige termometre
og over tid, er det ngdvendigt at termometrene er ka-
libreret op imod samme reference. For at sikre spor-
barhed skal denne reference vaere sporbar til Sl syste-
met (Kelvin).

Et elektronisk termometer er blevet sendt til kalibre-
ring hos et akkrediteret laboratorium. Laboratoriet
har udfgrt en kalibrering i omradet fra 15 °C til 35 °C.
Kalibreringen er udfgrt ved at lade det indsendte ter-
mometer male pa et emne. | dette tilfelde er emnet
et temperaturstyret oliebad som vist pa Figur 7.
Samme oliebad er ligeledes malt med referencelabo-
ratoriets referencetermometer, sa malingerne kan
sammenlignes.

Kalibreringen er udfgrt ved fem forskellige tempera-
turer. Ved hver temperatur er der foretaget genta-
gende malinger som grundlag for at kunne bestemme
en standardusikkerhed pa samme made som i regne-
eksemplet for tidtagning (boks 7).

Termometer

Referencetermometer til kalibrering

Temperaturprober

Oliebad
(Temperaturstyret)

Figur 7: Opstilling ved kalibrering af termometeret. Refe-
rencelaboratoriets referencetermometer og det indsendte
termometer mdler temperaturen i det samme temperatur-
styrede oliebad. Temperaturer mdlt med referencetermo-
meteret kaldes i eksemplet T,.r, mens temperaturer mdlt
med det indsendte termometer er benaevnt T gfjzs;-

Tabel 5: Mdleveerdier og standardusikkerhed fra kalibre-
ring af termometer.

Tref t u(Tref) Taflaest t u(Taflaest)

14,993 £ 0,022 16,470 = 0,127
19,991 + 0,013 21,890 + 0,079
24,993 + 0,005 27,060 = 0,242
29,991 + 0,023 32,060 + 0,254

35,007 = 0,015 37,360 + 0,117

40
35
30
25
20

15 @

Reference Temperatur (°C)

10
10 15 20 25 30 35 40

Aflaest Temperatur (°C)

Figur 8: Mdlepunkter fra kalibrering. Den sortprikkede linje
er en regression for en ret linje til mdlepunkterne. Den grd-
stiplede linje er y = x, dvs. der hvor punkterne burde ligge,
hvis termometer og reference termometer mdler ens.
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Tabel 6: Konstanterne a og 3 er fundet ved lineaer regression over mdlepunkterne i Figur 8.

Symbol Beskrivelse
a Funktionens haeldning
B Funktionens skaeringspunkt

| Tabel 5 er der opstillet et teenkt resultat for kalibre-
ringen. | sgjlerne angives middelvaerdien af de genta-
gende malinger ved hver temperatur for bade refe-
rencetermometeret, T, 0g det indsendte
termometer, Tafest- Derudover vises u(Tyer) 08
U(Tanest) SOM er standardusikkerhederne for hen-
holdsvis referencetermometeret og det indsendte

termometer.

Pa Figur 8 ses en graf, hvor x-aksen viser temperatu-
ren afleest med det indsendte termometer (Tyfiest), O8
y-aksen viser temperaturen malt med referencen
(Trer) ved de fem forskellige indstillede temperaturer
for oliebadet. De malte temperaturer for henholdsvis
termometer og referencetermometer, som angivet i
Tabel 5, er indtegnet pa grafen. Den grastiplede linje
angiver hvordan malepunkterne skulle ligge hvis ter-
mometeret og reference-termometeret viste pracis
samme vardier. Dette er dog ikke tilfeldet i eksem-
plet her. Temperaturerne afleest med termometeret
har hgjere veerdier (ligger lengere til hgjre) end de
tilsvarende afleesninger pa referencetermometeret.

Fejlen er ikke den samme ved alle temperaturer. Ter-
mometeret viser mere for hgjt ved hgje temperaturer
end ved de lavere (punkterne ligger lengere til hgjre
ved hgjere temperaturer). Der er derfor bade en fejl
pa skaleringen (haldning) og nulpunktet (skaerings-
punkt), som der skal korrigeres for.

Malepunkterne ligger forholdsvis paent pa en ret linje
(den sortprikkede linje). Funktionen for en ret linje
(y =a-x+b, se boks 2) kan derfor bruges til at re-
praesentere omregningen fra en temperatur aflaest pa
termometeret til den tilsvarende temperatur aflaest
pa referencetermometeret. Modelfunktionen ser sa-
ledes ud

Ligning 18:
Tref = @ Taflest + B

Enhed x £ u(x)
°c/°C 0,963 + | 0,007
°C -0,971 + 0,200

hvor a og [ star for henholdsvis haldning og skae-
ringspunkt. Talveerdien af a og § bestemmes ved at
tilpasse, eller "fitte”, med lineaer regression.

Modelfunktionen T, fortzeller, hvor meget termo-
meteret maler forkert, og hvordan en temperatur
malt med termometeret kan omregnes (korrigeres) til
en vardi, der svarer til, hvad referencetermometeret
ville male. Saledes kan det sikres, at malinger udfgrt
med termometeret kan sammenlignes med andre
temperaturmalinger, som ogsa er blevet kalibreret op
imod referencetermometeret. Hvis referencetermo-
meteret yderligere er kalibreret til en Sl-sporbar refe-
rence, sa kan temperaturmalingerne sammenlignes
med alle Sl-sporbare temperaturmalinger. Ligning 18
kan derfor ogsa kaldes for en korrektionsfunktion.

Konstanterne a og B findes ved at udfgre en lineaer
regression (fitning) pa malepunkterne i grafen pa Fi-
gur 8 (sort prikkede linje). Den lineaere regression kan
foretages i Excel eller et andet regneprogram. Endvi-
dere kan man beregne hvor godt konstanterne « og
er bestemt i den lineaxre regression. Hvordan dette
gores i Excel er gennemgaet i bilaget til dette under-
visningselement — ”Bilag A3 Linear regression med
LINEST”. Her vil vi blot gengive resultatet af regressi-
onen, hvilket ses i Tabel 6.

4.2 Korrektion af malinger

Nar en temperaturmaling udfgres med termomete-
ret, er man interesseret i at omregne denne veerdi til
en korrigeret vaerdi, som svarer til hvad referenceter-
mometeret ville male. Derved sikres, at det er en
mere korrekt temperatur som males.

Lad os sige, at 8 malinger ved den samme temperatur
er foretaget som vist i Tabel 8. De afleeste vaerdier fra
termometeret er kaldet Tafest- Ud fra disse malinger
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Tabel 7: Usikkerhedsbudget for en korrigeret temperaturmdling. Medtaget er usikkerheden fra kalibreringen og sprednin-

gen pd de 8 mdlinger.

Symbol . Enhed
o Malestgrrelse
a Funktionens heeldning °C/°C
B Funktionens skaeringspunkt °C
T Temperatur mdlt med termomete- °c
aflzst | et (spredning)
T, Korrigeret temperatur °C
Modelfunktion: T =

er en middelveerdi (T: middel, boks 3), standardafvi-
gelse (s(T): standardafvigelse, boks 4) og standardu-
sikkerhed (u(T): usikkerhed, boks 5) blevet udregnet.
Saledes at

Tafizest = (23,245 £ 0,072) °C.

Nar Tafest skal sammenlignes med andre malinger,
som er foretaget med andre termometre, er det ikke,
hvad termometeret angiver, der er relevant, men den
korrigerede malevaerdi T.

Tabel 8: Temperaturer afleest pd termometeret Tqfisr 09
tilhgrende korrigerede temperaturer Ty,. For hver sgjle af 8
mdleveerdier er der udregnet: middelveerdi, standardafvi-
gelse og standardusikkerhed.

Taf1est Ty

1 23,30 21,463

2 23,47 21,627

3 22,94 21,117

4 23,00 21,174

5 23,22 21,386

6 23,27 21,434

7 23,53 21,685

8 23,23 21,396

T: middel 23,245 21,4103

s (sz',:i‘;e’;g:’ d 0,203 0,196
u(T): usikkerhed 0,0719 0,069

Veerdi | Usikkerhed Usikkerhedsbi- Veerdi
u(x) U, (Tk) / °C Tk,+u(x)
0,963 0,0071 0,1660 21,5763
-0,971 0,1996 0,1996 21,6099
23,245 0,0719 0,0692 21,4795
21,4103 0,2687 0,2687

a: Taflaest + B

T\ udregnes ved brug af Ligning 18. dvs.
Ty = a Tafiest + B

a, f 0g Tanest etegnes som inputstgrrelser og T, som
outputstgrrelse.

Indszettes middelvaerdien for T,qest, 08 @ 0g B veerdi-
erne fra Tabel 6, far man

Ligning 19:
Tk =a- Taﬂaest + .E
= 0,963 - 23,245 - 0,971 = 21,4103 °C

Det vil sige at den korrigerede temperatur er 21,4103
°C.

| Tabel 8 i 3. sgjle ses den korrigerede malevaerdi Ty,
udregnet pa samme made, som i Ligning 19, for hver
af de 8 malepunkter.

Middelvaerdi og standardafvigelse for de korrigerede
malevardier er ogsa udregnet for de individuelt kor-
rigerede temperatur-aflaesninger. De fremgar af Tabel
8. Sammenlignes vaerdien for den korrigerede middel-
veerdi (Ligning 19) med middelvaerdien af de individu-
elt korrigerede temperaturer i Tabel 8, ses, at de
begge er 21,4103 °C, og der er saledes konsistens.

En standardafvigelse kan ogsa udregnes for de indivi-
duelt korrigerede vaerdier. Men at udregne usikkerhe-
den for de korrigerede temperaturer ved hjzlp af
udelukkende standardafvigelsen vil vaere forkert. Der
skal ogsa tages hgjde for usikkerhedsbidragene fra de
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to kalibreringsfaktorer a og 5. Usikkerheden er derfor
streget ud i Tabel 8. | naeste afsnit vil vi beregne usik-
kerheden pa den korrigerede temperatur.

4.3 Udregning af usikkerhed for
den korrigerede temperatur
For at udregne usikkerheden pa den korrigerede tem-
peratur, T; kan et usikkerhedsbudget opstilles som i
Tabel 7. Fra venstre mod hgjre indeholder sgjlerne: 1.
symbol for inputstgrrelsen, 2. beskrivelse af input-
stgrrelsen, 3. enhed for inputstgrrelsen, 4. middel-
vaerdien for inputstgrrelsen, 5. standardusikkerheden
for inputstgrrelsen, 6. usikkerhedsbidraget til den
korrigerede temperatur fra hver af kilderne til usik-
kerhed. Usikkerhedsbidraget fortaeller hvor meget
den enkelte inputstgrrelse bidrager til usikkerheden
pa outputstgrrelsen, Ty. Den 7. sgjle vender vi tilbage
til i afsnit 4.4

Kilderne til usikkerhed som er medtaget i dette usik-
kerhedsbudget er o og [, og spredningen pa malin-
gerne, Tyfisc- Dette er de tre inputstgrrelser.

Den samlede usikkerhed for T}, udregnes ved at laegge
alle usikkerhedsbidragene sammen. Her benyttes reg-
len fra boks 6 for sum af usikkerheder. Usikkerhedsbi-
dragene er vist i 6. sgjlen i Tabel 7.

u(T,) = Juamaz Fug(T)? +up (T2

/(0,1660)2 + (0,1996)2 + (0,0692)2
= 0,2687 °C

aflest

Dette er den samlede usikkerhed pd Ty . | afsnit 4.4
vises, hvordan de enkelte usikkerhedsbidragene ud-
regnes.

4.3.1 Overvejelser ud fra stgrrelserne pa

usikkerhedsbidragene
Ud fra usikkerhedsbidragene kan man vurdere, hvilke

af kilderne der bidrager mest til resultatets usikker-
hed. | 6. sgjle af Tabel 7, kan vi se at usikkerhedsbi-
dragene fra a og [ bidrager med hhv. 0,1660 °C og
0,1996 °C som naesten er sammenlignelige, mens

Tafest kun bidrager med 0,0692 °C som er vaesentlige
mindre.

Hvis temperaturmalingen havde varet endnu bedre
(lille u(Tanast)), Ville usikkerheden pa den korrigerede
temperatur T} sa blive tilsvarende bedre? Nej det vil
den ikke, for usikkerhedsbidraget fra a og 8 vil stadig
bidrage med deres henholdsvise usikkerhedsbidrag
pa ca. 0,2 °C.

Hvis for eksempel T,f.st kun havde en standardusik-
kerhed pa 0,005 °C i stedet for 0,0692 °C, sa ville usik-
kerheden blive

u(Ty,) = /(0,1660)% + (0,1996)% + (0,005)? = 0,2597 °C.

Havde usikkerheden derimod veaere stgrre, f.eks.
U(Typest) = 1,5 °C for den aflaeste temperatur, sa ville

dette blive det dominerende bidrag idet

u(Ty) = /(0,1660)2 + (0,1996)2 + (1,5)2 = 1,5223 °C.
En tilsvarende undersggelse kan omvendt bruges til
at bestemme, hvor god en kalibrering der er ngdven-
dig til et termometer med en given stabilitet.

Usikkerhedsbidragene giver en god indikation pa
hvilke bidrag der er dominerende, og derved hvor
man ville kunne vinde mest ved at forsgge at seenke
bidraget. Som det ses af udregningerne ovenfor ville
man ikke fa en markant lavere usikkerhed ved at
mindske U(Tyazest)-

Der skal dog ogsa altid gkonomiske overvejelser med
i billedet. Hvis omkostningerne ved at senke et usik-
kerhedsbidrag er for store, er det ikke sikkert at det
giver mening at gennemfgre.

4.4 Udregning af de individuelle

usikkerhedsbidrag
Usikkerhedsbidragene u,(Ty) i Tabel 7, 6. sgjle, for-
teeller hvor meget den enkelte inputstgrrelse bidrager
til usikkerheden pa outputstgrrelsen, Ty. | dette afsnit
gennemgar vi, hvordan usikkerhedsbidragene udreg-
nes.
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Usikkerhedsbidragene fra de enkelte inputstgrrelser
x udregnes ved at bestemme, hvor meget outputstgr-
relsen T, andrer sig, nar den enkelte inputstgrrelse
2&ndres med dens egen standardusikkerhed.

Det vil sige, at bidraget fra inputstgrrelsen, x bestem-
mes ved at a&ndre vardien fra inputstgrrelsens mid-
delveaerdi X, til middelvaerdien plus dens egen usikker-
hed dvs. X 4+ u(x). Denne vaerdi vil vi kalde Ty 4y (x)-
Med andre ord, udregnes, hvad veerdien for Ty vil
vaere, hvis den males i X + u(x).

Usikkerhedsbidraget bestemmes da ved forskellen
(differensen) Ty 1y (x) — T 08 benaevnes u,(Ty).

| neervaerende temperatureksempel er der tre input-
stgrrelser a, B 0g Tafst- De indgar i modelfunktionen
fra Tabel 7

Ty = a - Tafiest + B

Ved at indsaette talveerdier for a, f 0g Tafest | model-
funktionen fas outputstgrrelsen T.

Hver andring af de enkelte inputstgrrelser med u(x)
vil resulterer i at ogsa outputstgrrelsen, T aendres.

Med andre ord udskiftes hver inputstgrrelse enkeltvis
med fglgende:

- a+u(@)

- B+u®)

Taﬂaest - Taﬂaest + u(Taﬂaest)

[T

Hvorved en ny T, bestemmes for hver udskiftning.

For haeldningen a fas

Tk,+u(a) = (‘7 + u(&)) ' Taﬂaest + .3_
= ((0,963 + 0,007) - 23,245 — 0,971) °C
= 21,5763 °C

For skaeringspunktet f fas at, nar det zendres fra
vaerdien til § + u(f) bliver modelfunktionens veerdi
(outputstgrrelse)

Tisuep) = @ * Tapzest + (E +u(B ))
= (0,963 - 23,245 + (—0,971 + 0,1996)) °C
= 21,6099 °C

For Tanest fas at andringen fra Thnaest til Taest +
u(Tya.st) giver en aendring i outputstgrrelsen til

Tk,+u(Taﬂaest) =a- (Taﬂaest + u(Taﬂaest)) + E
= (0,963 - (23,245 + 0,072) — 0,971) °C
= 21,4795 °C

De udregnede vardier indsaettes sd i 7. sgjle i Tabel 7.

Usikkerhedsbidragene fra hver af inputstgrrelserne
kan nu udregnes ved at benytte fglgende
Ligning 20:

U (Ty) = Tk,+u(x) - Tk

Ue(T) = Tesui — Te = (21,5763 — 21,4103) °C
= 0,1660 °C

ug(Ty) = Ty rupy — Tk = (21,6099 — 21,4103) °C
= 0,1996°C

uTaﬂzest (Tk) = Tkr+u(Taﬂeest) - Tk
= (21,4795 — 21,4103) °C
= 0,0692 °C

Den samlede usikkerhed for T), udregnes ved at an-
vende regnereglen for sum af usikkerheder (boks 6).
Saledes fas

u(Ty)

Juacrk>2 +up(T)? +up,,  (T)?
J(0,1660) + (0,1996) + (0,0692)2
= \/0,0276 + 0,0398 + 0,00479

= 0,2687 °C

De udregnede individuelle usikkerhedsbidrag kan nu
tilfgjes til 6. s@jle i Tabel 7 for usikkerhedsbudgettet.
Derudover kan den samlede usikkerhed pa Tj, ogsa til-
fojes.

Usikkerheden pa& temperaturmalingen kunne ogsa
veere fundet ved at anvende regnereglerne fra boks 6
pa modelfunktionen. Idet modelfunktionen indehol-
der bade en addition og et produkt kraever dette dog
lidt matematisk gymnastik. En gennemgang af denne
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metode kan findes i appendix'et. | dette tilfelde re-
sultere denne metode i samme usikkerhed pa T; som
den fundet ovenfor.

4.5 Angivelse af et maleresultat
Som naevnt i kompendiet A1 - Introduktion til madlin-

ger skal et maleresultat angives med passende afrun-
ding og pa formen
y+rU®)

hvor U(y) er den ekspanderede usikkerhed for y.

Indtil videre har vii afsnit 4 kun anvendt standardusik-
kerheden u(¥). Denne er relateret til den ekspande-
rede usikkerhed ved forholdet

U(y) = k-u(y)

hvor k er et helt tal som kaldes daekningsfaktoren.
Stgrrelsen af daekningsfaktoren k angiver med hvor
stor sikkerhed veaerdien af den malte stg@rrelse ligger
inden for intervallet y — U(y) til y + U(y).

Hvis f.eks. k = 2 vil det betyder at malestgrrelsens
veerdi med 95 % sandsynlighed ligger indenfor inter-
vallet y — U(y) til y + U(y). Eller omvendt, at der er
5 % sandsynlighed for at malestgrrelsens vaerdi ikke
ligger i intervallet. Man siger i tilfaeldet k = 2 at daek-
ningssandsynligheden er pa 95 %.

| Tabel 9 er angivet tre daekningsfaktorer og de tilhg-
rende daekningssandsynligheder, man far ved at be-
nytte den pagaldende daekningsfaktor.

Jo stgrre deekningsfaktor man bruger, desto stgrre bli-
ver daekningssandsynligheden. Med en stgrre daek-
ningsfaktor er der stgrre sandsynlighed for, at den
sande veerdi ligger indenfor det interval, som den ek-
spanderede usikkerhed angiver. Dette skyldes, at nar
en stgrre konstant k ganges pa u(y), vil den ekspan-
derede usikkerhed blive tilsvarende stgrre, og derved
er intervallet omkring malevardien stgrre.

NB: Nar man opstiller usikkerhedsbudgetter anvendes
der altid k = 1, dvs. u(y). Daekningsfaktoren ganges
pd som det sidste. Det endelige resultat angives sdle-
des med den ekspanderede usikkerhed U(y).

Da=knings- Dakningssand-
faktor, k synlighed

1 68 %

2 95 %

3 99 %

Tabel 9: Udvalgte deekningsfaktorer og tilhgrende daek-
ningssandsynlighed (kaldes ogsa for konfidensinterval).

For at udregne U(y) anvendes ofte k = 2, sdledes at
den ekspanderede usikkerhed er U(y) =2 - u(y). |
temperatureksemplet fas saledes maleresultatet

T, =T, +2 -u(T,) = (21,4103°C+ 2 - 0,2687 °C)
= (21,41 +0,54) °C
Resultatet er blevet afrundet til to betydende cifre pa
den ekspanderede usikkerhed, derfor er maleveerdien
angivet med to decimaler efter kommaet (se boks 8).

4.6 Qvrige kilder til usikkerhed pa

temperaturmalingen
| det ovenstaende temperatureksempel er der kun ta-
get hgjde for (1) usikkerhedsbidraget fra spredningen
pa afleesningen af termometeret, og (2) usikkerheds-
bidraget fra kalibreringen. Men nar termometeret an-
vendes til at male pa et emne, kan der imidlertid veere
gvrige kilder til usikkerhed, som ogsa bgr inkluderes.

For at vurdere hvilke kilder der kan vaere, kan vi gen-
nemga maleteknikkens sekstakkede stjerne over kil-
der til usikkerhed:

1. Maleemnet: Termometeret kan kun male tem-
peraturen et sted pd maleemnet. Dette sted
er maske ikke repraesentativt for temperatu-
ren andre steder pd maleemnet. Man siger,
at der kan vaere en temperaturgradient.

2. Referencen: Bidraget fra referencen er allerede
gennemgaet ovenfor i form af kalibreringen
(a og B).

3. Maleudstyr: Termometeret har et skalainterval
pa 0,01 °C. Dette Skalainterval giver anled-
ning til en usikkerhed. Derudover kan ter-
mometerets strgmforsyning (f.eks. batteri)
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Den "sande” Temperaturvaerdi Indikation pd display
efter afrunding
.{123’2711
I } : I
23,260 23,265 23,270 23,275 23,280 Indikation uden

afrunding fra display

Figur 9: Termometeret viser en temperatur pa 23,27 °C. Intervallet fra 23,265 °C til 23,274 °C giver anledning til samme

visning.

tabe effekt og give en @&ndring i den aflaeste
temperatur.

4. Malemetode: | etablering af den termiske kon-
takt mellem termometer og maleemne an-
vendes der f.eks. varmeledende creme (kal-
det termopasta). Dette kan vaere afggrende
for den afleeste temperatur, iszer hvis det er
et fast emne der males pa. Navnlig kan etab-
leringen af kontakten variere fra gang til
gang.

5. Miljg: Variation i omgivelsernes temperatur om-
kring opstillingen under maling med termo-
meteret kan pavirke temperatur aflaesnin-
gen. Ligeledes kan fugt pavirke
temperaturmalingen.

6. Operatgren: Er operatgren ikke konsekvent ved
etableringen af den termiske kontakt kan
dette ligeledes pavirke malingen.

Det er en omfattende opgave at ga ind i alle kilderne
fra maleteknikkens sekstakkede stjerne og bestemme
alle usikkerhedsbidrag. Sa i de fglgende udregninger
gennemgar vi derfor kun bidraget fra (1) termomete-
rets skalainterval (maleudstyret), og (2) den termiske
variation over maleemnet (méleemnet).

4.6.1 Skalainterval
Termometeret har et skalainterval pa 0,01 °C. Den vi-

ser 23,27 °C. Skalaintervallet angiver den mindste a&n-
dring som termometeret kan vise. Skalaintervallet
szetter saledes en begransning pa hvor praecist tem-
peraturen kan bestemmes. Vi ved f.eks. ikke om tem-
peraturen er 23,272 °C eller 23,274 °C pa baggrund af
malingen.

De temperaturer der kan give anledning til en visning
pa 23,27 °C ligger i intervallet fra 23,265 °C til 23,274
°C. Ved afrunding af tallene i dette interval vil man
ende op med 23,27 °C. Se Figur 9 for en illustration af
dette.

Det er lige sandsynligt hvor i intervallet fra 23,265 til
23,274 °C temperaturen reelt er. For at udregne stan-
dardusikkerheden for denne usikkerhedskilde skal
man anvende sandsynlighedsregning. Dette vil ikke
blive gennemgaet her. Men resultatet er at for at ud-
regne standardusikkerheden skal skalaintervallet divi-
deres med 2v/3. Dette kaldes for en rektangulaer for-
deling.

Det betyder at standardusikkerheden for skalainter-
vallet pa termometeret kan beregnes til
0,01 °C

243

6T ygig = =0,0029 °C

Det vil sige at denne kilde har en usikkerhed pa
+0,0029 °C.

4.6.2 Temperaturgradient

For at vurdere usikkerhedsbidraget fra den termiske
variation over maleemnet vil det typisk vaere ngdven-
digt at lave et studie, hvor der males flere steder pa
maleemnet samtidig. Fra et sddant studie kan det be-
stemmes hvor meget de malte temperaturer er for-
skellige. | et sddant studie har man fundet frem til at
de termiske gradienter over maleemnet bidrager med
en standardusikkerhed pa u(dTgmd) =0,223 °C.

UNDERVISNINGSELEMENT A2

metrologi.dk

SIDE 23




4.6.3 Det reviderede usikkerhedsbudget
| Tabel 10 ses det opdaterede usikkerhedsbudget for

temperaturmalingen, hvor de to bidrag fra termome-
terets skalainterval, og temperaturgradienten over
maleemnet er medtaget.

Bemaerk, at skalainterval og den termiske gradient
ikke pavirker outputstgrrelsen Tj,. Derfor er der angi-
vet et 0 i sgjlen "Verdi”. Men de pavirker usikkerhe-
den pa malingen.

Usikkerheden pa Ty, med de to ekstra kilder til usik-
kerhed inkluderet, beregnes pa samme made som i
afsnit 4.4.

| Tabel 10 ses at standardusikkerheden for Tj nu er
0,3487 °C. Den ekspanderede usikkerhed udregnes da
ved

U(T,) =2-u(Ty) =2-0,3487°C = 0,6974 °C.
Sa det reviderede maleresultat er nu
T, = (21,41 4+ 0,70) °C
Ved at inkludere usikkerhederne fra skalaintervallet

pa visningen og den termiske gradient steg den rap-
porterede ekspanderede usikkerhed med 0,16 °C.

Ved at kigge pa tallene i 6. sgjle for "usikkerhedsbi-
drag” i Tabel 10 ses det, at oplgsningen kun bidrager
med 0,0028 °C til usikkerheden. Det er meget lavt i
forhold til de andre bidrag, og derved et ubetydeligt
bidrag. Det betyder, at usikkerheden pa temperatur-
malingen ikke ville blive bedre hvis man havde brugt
et termometer som kunne vise med tre decimaler ef-
ter kommaet (dvs. have et skalainterval pa 0,001 °C) i
stedet for to decimaler. Dette er vaesentlige overve-
jelser idet et termometer med en skalainterval pa
0,001 °C muligvis vil veere dyrere end et med en ska-
lainterval pa 0,01 °C. Sa ved at opstille usikkerheds-
budgettet kan man finde ud af at man ikke behgver
investere i det dyrere termometer for at forbedre
usikkerheden pa temperaturmalingen.

Tabel 10: Usikkerhedsbudget for en temperaturmdling, hvor bidraget til usikkerheden fra termometerets skalainterval
(6T4i4) 0g temperaturvariationer over méaleemnet, (5Tgmd) er medregnet.

Symbol . Enhed Veerdi Usikkerhed USIklferheds-
. Malestgrrelse e u(®) bidrag
ux(Tk)
a Funktionens heaeldning °C/°C 0,963 0,0071 0,1660
B Funktionens skeeringspunkt °C -0,971 0,1996 0,1996
T of1est Temperatur mdlt med sensor °C 23,245 0,0719 0,0692
6T 4i Oplgsning pd termometer °C 0 0,0029 0,0028
6T 4raa Termiske gradienter over mdleemnet °C 0 0,223 0,2230
Ty Korrigeret temperatur °C 21,4103 0,3487 0,3487

Modelfunktion: T, =a- (Taﬂaest + STd,-g) + B + 8T graa
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5 Generel fremgangsmade

Alle malinger er forskellige. Det er derfor vanskeligt at
opstille et usikkerhedsbudget, som kan bruges til alle
typer malinger. Derimod er det muligt altid at bruge
den samme fremgangsmade til at opstille usikker-
hedsbudgetter. Nedenfor er givet seks trin, som man
altid bgr ga igennem, nar man opstiller et usikker-
hedsbudget.

1. Ved du hvilken malestgrrelse, der skal males? Og
har du et estimat af talvaerdien? Hvis du f.eks. gn-
sker at male pa en stikkontakt (el-udtag i Dan-
mark har typisk 230 Volts vekselspanding), sa er
det sandsynligvis et multimeter du skal anvende
til f.eks. at bestemme vekselspaendingen, eller
eventuelt vekselstrammens frekvens.

2. Overvej hvilke fejlkilder der kan pavirke malin-
gen. Brug maleteknikkens sekstakkede stjerne:

a. Maleemnet
b. Maleudstyret
c. Malemetoden
d. Miljget

e. Referencen

f. Operatgren
3. Forsgg at give et bud pa stgrrelsen af den usikker-
hed, som hver enkelt fejlkilde bidrager med.

a. Hvis et bidrag er meget mindre end de
andre, kan det udelades for at forsimple
usikkerhedsbudgettet sa det er lettere at
beregne.

4. Foretagyderligere malinger, som kan hjaelpe til at
bestemme en fejlkildes bidrag til usikkerheden.
Dette kan vaere at teste noget maleudstyr pa en

kendt reference eller sende det til et kalibrerings-
laboratorium. Det kan ogsa veaere at teste forskel-
lige malemetoder for at se hvilken der giver det
bedste resultat.

5. Udfgr de ngdvendige beregninger for at be-
stemme talveerdien af fejlkildernes bidrag. Det
kan f.eks. veere at udregne standardafvigelsen, og
dernaest standardusikkerheden, ud fra et antal
gentagende malinger.

6. Opstil en modelfunktion, der kader alle usikker-
hedskilderne (inputstgrrelser) sammen med tal-
vaerdien af den malte malestgrrelse (outputstgr-
relse).

De mulige kilder til usikkerhed for en given maling kan
ofte findes beskrevet i standarder, sasom ISO standar-
derne, Eurepean Accreditation (EA) standarder, eller
udgivelser fra nationale metrologiinstitutter. | de til-
feelde hvor en maling ikke er beskrevet i en standard,
er det operatgrens egen opgave at finde en fornuftig
tilgang til at bestemme alle kilderne, og derved den
samlede usikkerhed.

Hvis talveerdierne for nogle af bidragene ikke umid-
delbart er kendt, bliver det en opgave at estimere
usikkerheden pa malingen. Man ma aldrig underesti-
mere en usikkerhed, da det kan fgre til at der godken-
des produkter, der ikke overholder specifikationer.
Det er ogsa problematisk at overestimere et usikker-
hedsbidrag, da usikkerheden kan blive sa hgj, at ma-
lingen ikke kan bruges. Derfor er det vigtigt at have
godt kendskab til maleteknik for hverken at estimere
for hgjt eller lavt pd en maling.
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6 Opsummering

| dette kompendie er usikkerhedsbudgetter blevet in-
troduceret igennem to eksempler: tidsmaling af 100
m sprint og maling af temperatur.

For at opstille et usikkerhedsbudget skal man fgrst
identificere, hvad der skal males. Dernaest identifice-
res de forskellige kilder til usikkerhed, som kan pa-
virke malingen. Til dette kan maleteknikkens sekstak-
kede stjerne benyttes. Stjernen indeholder nogle af
de kilder, som oftest bidrager til usikkerheden pa en
maling, f.eks. operatgr og miljg. En modelfunktion op-
stilles, og de identificerede usikkerhedskilder inklude-
res.

Dernaest saettes der tal pa stgrrelsen af hvert usikker-
hedsbidrag. Stgrrelsen kan bestemmes enten ved at
foretage flere malinger eller benytte manualer eller
standarder. Nar talveerdien af alle de vigtigste bidrag
er fundet, benyttes de specielle regneregler for usik-
kerheder til at beregne den samlede usikkerhed pa
malingen.

Nar et usikkerhedsbudget opstilles, kan man inklu-
dere mange forskellige kilder til usikkerhed, og usik-
kerhedsbudgettet kan derfor godt blive meget kom-
plicerede. Det kan ogsa veere bade svaert og
tidskreevende at finde en talveerdi for alle usikker-
hedsbidrag. Derfor skal man altid overveje, om det er
besvaeret veerd at medtage en usikkerhedskilde i for-
hold til, hvor stort dets bidrag er til den samlede usik-
kerhed.

Et usikkerhedsbudget har forskellige formal. For det
fgrste kan et usikkerhedsbudget bruges til at finde
den samlede usikkerhed pa en maling, fordi man med-
tager alle kilder til usikkerhed. Usikkerhedsbudgettet
bruges ogsa til at bestemme, hvilken kilde som bidra-
ger med den stgrste usikkerhed. Hvis den samlede
usikkerhed viser sig at veere for stor i forhold til, hvad
der gnskes, sa kan man forsgge at ggre det stgrste
usikkerhedsbidrag mindre. Det er ogsa vaesentligt at
have et usikkerhedsbudget, hvis en maling skal sam-
menlignes med andres malinger af den samme male-
storrelse.

Det kan vaere sveert at sammenligne to malinger, hvis
der ikke er et usikkerhedsbudget til at vise, hvor prae-
cis og ngjagtig malingen var.
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7 Ordliste

Begreb Forklaring Afsnit
. En faktor som ganges pa standardusikkerheden for at fa en
Daek fak , k A ) 4.
@kningstaktoren ekspanderet maleusikkerhed, U(y) . >
Angiver med hvor stor sandsynlighed en veaerdi af en malt
. . stgrrelse ligger inden for intervallet y — U(y) til y + U(y).
D o .
Shplnesope voliensd Dette kunne f.eks. vaere med 95% sandsynlighed. Kaldes ogsa 45
for konfidensinterval.
En stgrrelse som maleresultatet afhaenger af og som medta-
Inputstgrrelse, . . 1.1,4
putstar X ges i et usikkerhedsbudget.
Konfidensinterval Se daekningssandsynlighed. 4.5
Korrektionsfunktion Funktion som bestemmes ved en kalibrering og som benyttes 4.1
til at korrigere maleveaerdier.
Korrigeret méalevaerdi Maleveaerdien korrigeres i forhold til en reference veerdi. Dette 4.2
sikre sammenlignelighed med andre malinger.
Matematisk udtryk, der beskriver sammenhangen mellem to
. eller flere malestgrrelser. Med andre ord viser modelfunktio-
Modelfunktion . 2.1
nen sammenhangen mellem inputstgrrelserne. Resultatet af
modelfunktion giver outputstgrrelsen.
Méaleresultat Bestar af en malevaerdi, enhed og maleusikkerhed. 45
y+UW)
Malestgrrelse Den stgrrelse som males. 1
ST, Resultatet a.f en maling beregnet ud fra inputestimater i en 11,4
modelfunktion.
SRR Spre'dninge? af mélinge'rne, altsa hvor teet de enkelte malin- 293
ger ligger pa gennemsnittet.

Standardusikkerhed Spredningen pa middelvaerdien. 2.2.4
T e Fo.rtaeller hvor rpeget den enkelte inputstgrrelse bidrager til 43, 4.4
usikkerheden pa outputstgrrelsen.
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9 Appendix

Udregning af temperaturmalingens usikkerhed ved brug af regnereglerne

Man kan spgrge, om man ville have fundet frem til den samme usikkerhed, hvis man havde brugt regnereglerne
for usikkerheder fra boks 7. | det fglgende bruger vi regnereglerne for usikkerheder til at vise, at man vil na frem
til den samme usikkerhed for resultatet, som man kommer frem til ved udregning med de individuelle usikker-
hedsbidrag.

Vi starter med at udregne bidraget fra hvert led i funktionen. Funktionen kan omskrives, som vist her:

Ty =a Taest ¥ B - Tp=g+p

hvor g = a - Thpest- Udregningen for usikkerheden af Ty, kan nu udtrykkes saledes

u(Ty) = u(g + B) = Julg)? + u(p)?

Usikkerheden for g udregnes ved at bruge regnereglen for produkt

u(9)? _ (u(a))z . (u(Taﬂaesa)z

2
g a Taﬂaest

Nu kan u(g)? isoleres ved at gange med g pa begge sider:
2 2
u( a) u(Taﬂaest)
=g [2) 1 (D
a Taﬂaest
Udtrykket for u(g)? kan nu indseettes i udtrykket for u(T}) ovenfor:

(T = j(a.raﬂw)z : <(u( “)> + (M) >+u(ﬁ)2
a Taﬂaest

Indszettes veerdierne fas

0,0070)2 (0,0719
0,950 23,245

u(Ty) = \/(0,950 - 23,245)2 - (( ) >+ 0,18432 °C

=0,2552°C

Dette er identisk med usikkerheden fundet ved summen af inputparametrenes individuelle usikkerhedsbidrag
som udregnet i afsnit 4.4. Ulempen ved at udregne usikkerheden ud fra regnereglerne er, at man ikke far infor-
mationen om de individuelle parametres bidrag til resultatets usikkerhed.
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10 Laeringsudbytte

Forudsaetning: Laest undervisningselement Al: intro-
duktion til malinger.

Hvad gennemgas: Usikkerhedsbudgetter, angivelse af
maleresultat, modelfunktion, angivelse af et resultat,
ekspanderet usikkerhed, daekningsfaktor, betydende
cifre i et resultat, usikkerheds bidrag, regneregler for
usikkerheder, anvendelse af retlinjet korrektions-
funktion.

Udgangspunktet for at introducere usikkerhedsbud-
getter er et illustrerende eksempel med tidsmaling i
100 meter Igb. Efterfglgende udvides eksemplet med
uddybende elementer, der skal give en forstaelse for
de problemer og udfordringer, som kan opstd om-
kring vurdering af usikkerhed. Inden da gennemgas
grundlaeggende begreber; modelfunktion, middel-
veerdi, spredning, standard usikkerhed og regneregler
for usikkerheder, som alle skal anvendes for at op-
stille et usikkerhedsbudget. Dette ggres med eksem-
pler pa en temperaturmaling. Til sidst gennemgas en
mere systematisk fremgangsmetode (der laener sig op
ad GUM "Guide for the Expression of Uncertainty in
Measurement”) til at opstille et usikkerhedsbudget
for en temperaturmaling, hvor en korrektions funk-
tion er opskrevet med tilhgrende usikkerheder for
funktionens inputstgrrelser. Herefter udvides usik-
kerhedsbudgettet med @vrige usikkerhedsbidrag fra
skalainterval og termiske gradienter. Endelig gennem-
gas, hvordan resultatet fremskrives. Undervejs intro-
duceres: hvad en modelfunktion er, regneregler for
usikkerheder, bestemmelse af middelveaerdi, spred-
ning og standard usikkerhed, og regler for afrunding.
Denne tilgang er valgt for at have et sjovt, vedrgrende
og naervaerende eksempel som udgangspunkt for at il-
lustrere udfordringerne ved opstilling af usikkerheds-
budgetter.

GUM: ISO Guide for the Expression of Uncertainty in
Measurement.
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