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Indledning

Dette kompendium fungerer som baggrundsviden for
de to akkompagnerende Excel-ark, introduktionTilSta-
tisik.xIsx og normalfordelinger.xlsx.

Statistik undervises normalt fra et teoretisk matema-
tisk grundlag eksemplificeret med datasaet fra den vir-
kelige verden. | dette leeremiddel tager vi udgangs-
punkt i, at man typisk skal se virkeligt mange datasaet
for ordentligt at fa en fornemmelse for, hvordan sta-
tistik fungerer. For et af de vigtigste elementer i at
kunne se statistikken udfolde sig er, at man skal have
mange datapunkter — rigtigt mange. Heldigvis sidder
du formentlig og leeser dette kompendium pa det per-
fekte veerktgj til at generere disse datapunkter: din
computer. Computeren kan, ved hjelp af forskellige
algoritmer, generere tilfaeldige tal i store mangder pa
kort tid, hvilket sparer os turen i laboratoriet, fgr vi
kan analysere vores data. Selvom dataszettet er kun-
stigt genereret, kan vi stadig bruge det som grundlag
til at foretage forskellige statistiske test. Fordelen
herved er, at vi kontrollerer de statistiske parametre
(f.eks. middelvaerdi og spredning), sa vi kan se, hvor-
dan resultaterne af de forskellige test andrer sig, nar
vores data g@r det — helt uden at flytte os fra stolen.

1 Tilfeeldigt genererede tal

Fgr vi begynder, er det vigtigt at forsta, hvad det prae-
cist betyder, nar vi bruger udtrykket "tilfaeldigt gene-

|H

rerede tal”. Mange af dem er nemlig ikke helt sa til-
feeldige, som navnet ellers kunne antyde. Der findes
forskellige metoder, der kan generere tallene efter en
algoritme, altsd en forudbestemt opskrift. Pa den
made far man det, der kaldes pseudotilfeeldige tal.
Fordi tallene er genereret efter en sadan forskrift, er
det muligt at forudsige, hvad det naeste tal i reekken

er, og de er altsa ikke helt sa tilfaldige alligevel.

Om dette er et problem afhaenger af anvendelsen. Til
f.eks. kryptering er det helt essentielt, at de brugte tal
er 100 % tilfeldige. Det giver ikke synderligt god sik-
kerhed, hvis en spion blot kunne sidde og regne sig
frem til den hemmelige nggle brugt i krypteringen og
derefter nemt afkode de fortrolige meddelelser.

Boks 1: Helt tilfeeldige tal

Rigtigt tilfeeldige tal er essentielle for mange anvendel-
ser, f.eks. til online kasinoer og kryptering til sikker
kommunikation. Der findes forskellige mader at lave
dem pa. En mulighed er atmosfeaerisk stgj malt med ra-
dioer (den skratten man hgrer, nar man ikke er tunet
ind pa en kanal), som bliver brugt pa hjemmesiden ran-
dom.org.

En anden blev brugt i et storstilet forskningsprojekt,
der tilsigtede at vise nogle af de fundamentale egen-
skaber ved kvantemekanikken. | The Big Bell Test en-
gagerede forskerne almindelige mennesker med for-
skellige minispil til at generere computerbits (0’ere og
1’ere), som efterfglgende blev anvendt i deres ekspe-

riment — med stor succes!

Til vores formal er det dog ikke helt sa vigtigt, tallene
kun er pseudotilfaeldige. Sa lenge disse tal er genere-
ret "tilfeldigt nok”, kan vi stadig bruge dem, fordi for-
delingen af tallene er tilfeeldig nok (vi far f.eks. ikke
otte 2-taller i traek).

Den mest brugte algoritme til at generere pseudotil-
feeldige tal kaldes The Mersenne Twister, som ogsa
anvendes i Excel fra Office 2010 og frem. Dybest set
er det en virkelig lang liste af tal (den gar igennem
219937 — 1, fgr den starter forfra), som bliver udreg-
net, efterhanden som vi har behov for det. Begyndel-
sespunktet i listen kan i de fleste implementeringer
vaelges ved at bruge et sakaldt seed, hvilket ggr det
muligt at reproducere resultater. | Excel vaelges dette
seed doginternt i programmet og kan derfor ikke szet-
tes eksplicit af brugeren.

The Mersenne Twister bestar en raekke forskellige
statistiske test af talraekkens tilfaeldighed. Dette ggr
den tilfaeldig nok til, at den bruges af forskere verden
over til deres simuleringer i forskellige sammen-
haenge — og den er derfor ogsa rigeligt god til vores
formal.

Selvom den korrekte benavnelse altsd er pseudotil-
feeldige tal, vil vi for nemheds skyld droppe praefikset
"pseudo” i resten af kompendiet og blot betegne de
genererede tal som tilfaeldige.
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2 Implementering i Excel

Den helt grundlaeggende funktion til generering af til-
feeldige tal i Excel er RAND(), der kan give et tal i in-
tervallet [0,1[ med uniform sandsynlighed. Som nota-
tionen her angiver, er 0 med i intervallet, mens 1 ikke
er det. Uniform sandsynlighed betyder, at et hvilket
som helst tal i intervallet har lige stor sandsynlighed
for at fremkomme. Ved at generere et dataseet besta-
ende af et tilstraekkeligt antal elementer baseret pa
RAND(), kan vi inspicere, om funktionen virker, som vi

forventer.
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Figur 1: Veerdien af 100 tal tilfeeldigt genereret med
RAND().

| Figur 1 ses et plot af et datasaet bestaende af 100
genererede talvaerdier. Som det ses har vi tal i hele
intervallet, og der lader ikke til at vaere klynger af
punkter, der kunne indikere en skaevvridning. En mere
illustrativ made at inspirere den slags data pa er dog
med et histogram, som kan ses i Figur 2.

Opgave:

Fra en uniform sandsynlighedsfordeling i intervallet
[0,1] ville vi umiddelbart forvente et fladt histogram
med 10 tal i hver sgjle. Hvorfor er der ikke lige mange
tal i hvert interval? Hvad kan vi ggre for at jeevne de
relative forskelle ud?

Antal

o . «,9}\19"5\%9 P‘\m.(’f’\a?b\e?ﬁ\'\ 933\%?%9 »
VTN RT OO e ¢

Interval

Figur 2: Fordelingen af de 100 tal i Figur 1.

| de kommende underafsnit vil vi undersgge, hvordan
vi kan kombinere tilfeeldige tal for at simulere forskel-
lige situationer og pa den made illustrere nogle af
styrkerne ved tilfeeldighedsgeneratorer.

2.1 Tilfeeldige tal i et onsket inter-
val
Ved at manipulere funktionen RAND() kan vi opna an-
dre sandsynlighedsfordelinger end blot en uniform i
intervallet [0,1[. Vi kan f.eks. frembringe tal i et vilkar-
ligt interval [a,b[ ved at bruge udtrykket
(b —a) - RAND() + a.

Denne proces er skematisk illustreret i Figur 3, hvor
det ses, hvordan intervallet fgrst streekkes med fakto-
ren (b-a), og derefter flyttes med a.

RAND()

—= |
0 1\ a b
(b-a)-RAND(

| —>

0 1 a b
(b-a)-RAND()+a

Y

0 1 a b
Figur 3: £ndring af intervallet for RAND() fra [0,1] til
[a,bl.

2.2 Simulering af sekssidet terning

Ved at bygge videre pa ovenstaende metode kan vi
nemt simulere noget, som de fleste har hverdagserfa-
ring med, nemlig kast med en sekssidet terning. Som
bekendt er der seks mulige udfald af et sadant kast.
Dette kan vi simulere ved at generere tilfeeldige tal i
intervallet [0,6[ og altid runde resultatet op, altsa ved

Antal

1 2 3 4 5 6
Bjne

Figur 4: Simulering af 100 kast med en sekssidet ter-
ning.
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at vaelge a =0 og b = 6. Den uniforme fordeling sikrer,
vi har lige stor sandsynlighed for at lande i alle delin-
tervallerne [0,1[, [1,2[, osv., mens afrundingen ude-
lukkende giver os heltallige udfald som pa en terning.

Resultatet af en simulering med disse parametre kan
ses i Figur 4 for 100 kast. Som i Figur 2 kan vi se, at
forekomsten af de forskellige slag ikke er ligeligt for-
delt pa de seks udfald, hvilket vi heller ikke ville for-
vente grundet den statistiske usikkerhed forbundet
med simuleringen.

2.3 Summen af to tilfaeldige tal

Hvad sker der, hvis vi i stedet for fordelingen af et en-
kelt tilfeeldigt tal kigger pa summen af to tal?

Hvis vi tager udgangspunkt i RAND() og kigger pa for-
delingen af RAND() + RAND(), kan vi f@rst og fremmest
se, intervallet nu er [0,2[ (summen af 0+0 og 1+1, hhv.
de laveste og hgjeste veerdier begge fordelinger kan
antage).

Man kunne nu forestille sig, vi igen ville have en uni-
form sandsynlighedsfordeling i intervallet [0,2[, men
det er ikke tilfeldet! | Figur 5 ses resultatet af at sum-

200 -

150 A

Antal

100 +

50 1

Interval

Figur 5: Fordelingen af summen af to saet af 2500 tilfael-
dige tal.

mere to seet af 2500 tilfeeldigt genererede tal. Her ser
vi en tydelig @ndring fra fordelingen i Figur 2 med
langt stgrre sandsynlighed for at fa et tal i midten af
intervallet end i yderpunkterne (den sakaldte tre-
kantsfordeling). Hvordan kan vi forsta det? For at fa
et tal, der ligger i f.eks. den hgje ende af intervallet,
kreever det, at begge tal pa samme tid er hgje, hvor
det samme ggr sig geeldende i den lave ende. Om-
vendt kan viramme midten med flere forskellige kom-
binationer. Et dagligdags eksempel pa dette kender vi
fra et slag med to sekssidede terninger. De fleste har

oplevet, man langt oftere far et slag i omegnen af syv
end f.eks. to seksere. Da udfaldet fra en sekssidet ter-
ning er tilfaeldigt, burde summen af to sekssidede ter-
ninger altsa give samme sandsynlighedsfordeling som
den, vi ser i Figur 5.

Eksperimentet er igen nemt at lave med tilfeeldigt ge-
nererede tal. Ved at fglge samme procedure som for
én terning og summere to sadanne sat hver besta-
ende af 2500 tal kommer vi frem til en fordeling som
vist i Figur 6. Vi ser ikke overraskende en slaende lig-
hed med trekantsfordelingen, der fremkom ved bare
at summere to tilfeeldige tal mellem 0 og 1.

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Bjne

Figur 6: Fordelingen af 2500 simulerede kast med to
sekssidede terninger.

Vi kan ogsa se, at fordelingen forekommer mere tre-
kantet end i Figur 5. Dette skyldes afrundingen, som
giver en stgrre sgjlebredde end fgr. Fordi vi samler
flere tal i hver sgjle, far vi lavere usikkerhed, og vi far
derfor en ”"paenere” trekant. Man skal dog generelt
vaere papasselig med at bruge for fa (eller for mange)
sgjler i histogrammer, da dette kan give misvisende
repraesentation og fortolkning af dataseettet.

2.4 Den centrale graeenseveerdisaet-
ning

Man kunne spgrge sig selv, hvad der sker, hvis vi bli-

ver ved med at summere flere og flere tilfeeldigt ge-

nererede tal. Hvilken fordeling ender vi med at have?

Svaret kan vi til dels finde ved at kigge pa Figur 7.
@verst kan vi se vaerdien af 1500 tal genereret med
RAND() (til venstre) samt fordelingen af disse tal (til
hgjre), som vi ogsa sa det i Figur 1 og 2. Disse 1500 tal
udger et talseet. Genererer vi endnu et af disse talsaet
og laegger til det fgrste, har vi altsa igen 1500 tal, som
hver isar er summen af to tal, og sadan kan vi blive
ved. Kigger vi ned gennem Figur 7 ser vi, hvad der
sker, nar vi laegger hhv. 2, 3 og 6 szt af tilfeldige tal
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sammen. For 2 szt genfinder vi resultatet fra det fo-
regdende afsnit, nemlig trekantsfordelingen. For 3
st ser vi en begyndende tendens til, at sandsynlig-
heden for at finde tal leengere vaek fra midten af for-
delingen falder hurtigere end den lineaert aftagende i
trekantsfordelingen. Dette flugter med reesonnemen-
tet fra de to talseet: Hvis vi skal have et lavt tal, skal
alle tre tal pa samme tid veere lave, hvilket er endnu
mindre sandsynligt end for to. Denne tendens ses for-
steerket, nar vi legger endnu flere tal sammen som
her ved 6 talsat. Der er nu et tydeligt og hurtigt fald
ud mod siderne, men samtidig ogsa en stgrre spred-
ning af punkterne. Det sidste skyldes, at spredningen
af den resulterende fordeling bliver stgrre, efterhan-
den som vi leegger flere og flere af fordelinger sam-
men. Vi begynder dog uanset hvad at kunne ane en
normalfordeling af tallene omkring en central veerdi.

Dette resultat er opsummeret i den centrale greense-
veerdisaetning. Den siger, at summen af tilstraeekkeligt
mange uafhaengige, tilfeeldige tal fra samme fordeling
(her den uniforme) vil normalfordele sig omkring en
given middelvaerdi. Overraskende nok gealder den
centrale graenseveerdisaetning uanset hvilken forde-
ling, tallene oprindeligt kommer fra.

Den centrale greenseveaerdisaetning er et vaesentligt re-
sultat i statistisk teori, fordi den ggr, at man kan ud-
tale sig kvantitativt om sit datasaet, pa trods af man
ikke kender den underliggende fordeling, det stam-
mer fra. Som vi skal se senere, er dette ganske anven-
deligt til f.eks. at estimere den sande veerdi af resul-
tatet af et eksperiment.
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Figur 7: Udviklingen i fordelingen af tilfeeldigt genererede tal fra den uniforme fordeling, ndr flere og flere talszet laegges
sammen. Hvert talsaet bestdr af 1500 tal, og antallet af summerede talseet er hhv. 1, 2, 3 og 6 fra gverst til nederst.
Venstre side viser, hvordan de enkelte vaerdier for de 1500 talsaet fordeler sig. | hgjre side er talsaettenes veerdier vist i
histogrammer med antallet i hver sgjle indikeret pd y-aksen.
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3 Normalfordelingen

Med den centrale greenseveaerdisaetning i bagagen er
det naeste naturlige skridt at kigge pa den fordeling,
som summen af tilfeeldige tal naermer sig: normalfor-
delingen (undertiden ogsa kaldet gaussfordelingen).
Den er matematisk beskrevet ved

Ligning 1

_(x-p)?
e 20?2

flxu0)=

’

2102

hvor u er middelvaerdien og o er standardafvigelsen. |
sin rolle som sandsynlighedsfordeling beskriver ud-
trykket f(x) saledes sandsynligheden for at fa veer-
dien x. Normalfordelingen findes mange steder grun-
det den centrale greenseveaerdisaetning. Den er til dels
ansvarlig for, f.eks. hgjden af en befolkningsgruppe
har en tendens til at normalfordele sig omkring en
middelveaerdi, fordi mange egenskaber i sidste ende
styres af en sum af mange tilfeeldige tal. Normalfor-
delingen er derfor helt central i statistisk analyse.

0.4
T 03 o
=y
=
% 0.2
]
c
8 0.1 A
0.0
I 1 1 T T
-4 -2 0 2 4
Veerdi

Figur 8: Eksempler pG normalfordelinger med forskel-

lige middelveaerdier og standardafvigelser.
Tre eksempler pa normalfordelinger er vist i Figur 8,
hvor vi ser indflydelsen af de to parametre u og 0. £n-
dring i middelvaerdien (bla til grgn) flytter hele kur-
ven, fordi normalfordelingen er symmetrisk omkring
sin middelvaerdi. £ndringer i standardafvigelsen (bla
til orange) styrer derimod bredden af fordelingen,
hvilket intuitivt giver god mening. Jo stgrre standard-
afvigelse, des stgrre interval kan vaerdierne falde in-
denfor, og des bredere ”vinger” har sandsynligheds-
fordelingen.

3.1 Simulering af normalfordeling

| stedet for blot at generere tal fra en uniform sand-
synlighedsfordeling, som vi gjorde det tidligere, er det
ogsa muligt at ggre det fra en normalfordeling. Dette

gores med funktionen NORM.INV(RAND(), i, o), hvor
u og o er hhv. den gnskede middelveerdi og standard-
afvigelse. Kaldet til RAND() giver det tilfeeldigt gene-
rerede tal, som NORM.INV derefter konverterer til
det tilsvarende tal fra normalfordelingen.

Opgave:

Aben Excel-dokumentet introduktionTilStatistik.xlsx
og prgv at eendre pa de forskellige parametre (mid-
delvaerdi, standardafvigelse og antal malinger). Opfg-
rer fordelingen af de tilfeeldige tal sig som forventet?
Hvor mange malinger skal medtages, for det tydeligt
kan ses, de er normalfordelte?

Opgave:

| samme dokument er fordelingen af de udregnede
middelvardier fra stikprgverne ogsé vist. @g gradvist
”Antal stikprgver” og se, hvordan fordelingen udvikler
sig. Normalfordeler vaerdierne sig omkring den valgte
middelvaerdi?

4 Statistiske begreber

Der er tre grundlaeggende begreber, vi skal have defi-
neret, inden vi kan ga videre til at anvende statistik-
ken til at foretage test pa data: middelvaerdien, stan-
dardafvigelsen, og spredningen pa middelveerdien.
Det er muligt at udregne disse for et vilkarligt data-
saet, men i visse tilfelde kan de ogsa bruges som esti-
matorer for parametrene i den underliggende forde-
ling. En estimator er altsa et udtryk, man bruger til at
udregne (estimere) en parameter.

| alle tilfaeldene tager vi udgangspunkt i et dataszet
bestdende af n malinger med vardierne xq, x5, ..., X;,.

4.1 Middelveerdi

Med middelvaerdien mener vi den aritmetiske middel-
vaerdi (gennemsnittet) af dataszettet. Den er define-
ret som

Ligning 2

x1+x2+"'+xn
X; = n .

X =

S|

n
i=1
For normalfordelingen er gennemsnittet x af data-

settet lig med middelvaerdien u, og gennemsnittet
her defineret er derfor den bedste estimator for u.

UNDERVISNINGSELEMENT A6

metrologi.dk

SIDE 6




| Excel kan middelvardien af et datasaet findes med
kaldet AVERAGE(data) (pa dansk GENNEMSNIT).

4.2 Standardafvigelse

Standardafvigelsen angives ofte med SD (standard de-
viation), og den er et udtryk for spredningen af data-
szettet (den kaldes derfor undertiden ogsa blot for
spredningen). Den er givet ved

Ligning 3

1 n
SD() = | > (F—x)2
i=1

Kogt ned er standardafvigelsen altsa bare den gen-
nemsnitlige, kvadrerede afvigelse af datapunkterne
fra middelvaerdien, som vi efterfglgende tager kva-
dratroden af. En neert tilknyttet parameter er varian-
sen, som er givet ved Var(x) = SD(x)?, svarende til
udtrykket under kvadratroden. For normalfordelin-
gen svarer SD ovenfor defineret til fordelingens o, og
det ovenstaende udtryk er derfor den bedste estima-
tor for at bestemme en normalfordelings standardaf-
vigelse.

| Excel beregnes standardafvigelsen af et dataseet
med kommandoen STDEV.S(data). Der findes flere
forskellige til mere specifik brug, men STDEV.S er i
langt de fleste tilfaelde den rigtige at bruge (pa dansk
STDAFVS).

4.3 Spredning pa middelvardien

Hvis man gentager et forsgg mange gange, svarer det
til at tage flere stikprgver fra den samme underlig-
gende fordeling. Beregner man middelvaerdien for
hvert af disse forsgg, vil de pga. den statistiske usik-
kerhed ikke vaere identiske, men vil i sig selv vise en
spredning. Denne spredning pa middelvaerdierne ggr
det sveert at vide, hvor sikkert én enkelt stikprgves be-
regnede estimat for u egentligt er. Desuden kender vi
ikke denne spredning, da det jo vil fordre, at vi skal
gentage forspget i det uendelige.

Imidlertid giver den enkelte stikprgves egen spred-
ning (SD) et fingerpeg om, hvor stor spredning der vil
vaere pa middelvaerdierne, hvis vi gentager forsgget
en masse gange. Jo stgrre spredning, der er i stikprg-
ven, des stgrre spredning forventer vi i den underlig-
gende fordeling, og des mere vil en masse stikprgvers

middelveerdier derfor sprede sig. Desuden giver stik-
prgvestgrrelsen ogsa et fingerpeg om sikkerheden pa
estimatet. Jo mindre stikprgve, des stgrre risiko er der
for, at man har udtaget et ikke repraesentativt udsnit
af den underliggende fordeling.

Ud fra stikprgvens SD og n kan man derfor estimere
hvor meget spredning der er pa alle de middelvaer-
dier, man vil opna, hvis man gentager forsgget i det
uendelige. Dette estimat kaldes standard error on
mean (SEM), og den kan udregnes ved

Ligning 4
SD(x)
Vn

Som vi kan se, bliver spredningen mindre, efterhan-

SEM(x) =

den som vores estimat baseres pa flere og flere ma-
linger, hvilket ogsa intuitivt er den vej, det bgr ga. Jo
flere malinger, des mere sikre kan vi veere pa vores
resultat, hvilket igen afspejles i usikkerheden.

Der er ingen direkte kommando til at udregne SEM i
Excel; dette skal ggres manuelt baseret pa antallet af
malinger og den beregnede standardafvigelse med
STDEV.S(data).

Opgave:

| introduktionTilStatistik.xIsx udregnes middelvaer-
dien, standardafvigelsen og spredningen pa middel-
vaerdien (SEM) automatisk for stikprgven genereret
med tilfeldige tal. Indtast forskellige antal malinger
og noter vaerdierne. Plot dem herefter i et separat
ark. Hvordan udvikler de sig, nar n bliver stgrre? Pas-
ser det med forventningen? Tag ligeledes et antal stik-
prgver for f.eks. n =5 og n =150 og se, hvordan
spredningen i vaerdierne @&ndrer sig med n.

5 Statistiske test

| dette afsnit gives der en kort introduktion til forskel-
lige statistiske test. Der er dog langt mere teori og nu-
ancer i de forskellige test, end vi har plads til her. Den
fglgende tekst skal derfor kun ses som et hurtigt over-
blik over testenes metode og basale teori; for mere
information og baggrundsviden henvises til egentlige
lzerebgger om statistik.
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5.1 QQ-plot

Et fraktil-fraktil-plot (quantile-quantile, qq) kan bru-
ges til at teste, om ens data fglger den fordeling, man
forventer. Den bruges ofte til at teste, om ens data er
normalfordelt, da dette er et krav til at kunne an-
vende f.eks. en t-test.

Matematisk udfgres den ved, man sorterer sit data i
stigende orden og udregner, hvilken fraktil hvert ma-
lepunkt tilhgrer. Ud fra fraktilen kan man udregne en
tilhgrende veerdi, som svarer til den fordeling, man
gerne vil teste for. Hvis man derefter plotter sine sor-
terede malepunkter som funktion af de udregnede
veaerdier, kan man se, om de falder pa en ret linje. Hvis
de ggr, er der en god sandsynlighed for, malingerne
stammer fra den antagne fordeling.

Sorterede vaerdier

Teoretiske fraktiler

Figur 9: QQ-plot af 100 tilfeeldige tal genereret fra en
uniform fordeling og testet mod en normalfordeling.

Et eksempel herpa kan ses i Figur 9, hvor vaerdierne
fra det 1. seet i Figur 7 er brugt (n = 1500). De teore-
tiske fraktiler er beregnet pa baggrund af en normal-
fordeling. Regressionslinjen f(x) = ax + b giver re-
sultaterne a = 0.273 og b = 0.526 med et r-kvadrat
teet pa 1. Om end r-kvadratet siger, der er god over-
ensstemmelse med en ret linje, kan vi ved inspektion
af plottet se en systematisk afvigelse i den karakteri-
stiske s-form. Dette leder os til konklusionen, at vores
data ikke stammer fra en normalfordeling — hvilket
det jo heller ikke ggr!

Opsgave:

Aben Excel-dokumentet introduktionTilStatistik.xlsx,
hvor de genererede tal i QQ-plottene sammenlignes
med en normalfordeling med u = 0 og 0 = 1. £Andr
antallet af malinger og se, hvordan QQ-plottet sendrer
sig for de to fordelinger. Hvor mange punkter skal der
til, fgr vi kan se forskel pa de to? Prgv desuden at til-
fgje regressionslinjer til plottene (hgjreklik pa et

punkt — Add Trendline). Er der stor forskel pa r-kva-
dratet for de to ved fa malinger? Kun for normalfor-
delingen: Er der en sammenhang mellem skarings-
punkt og heldning af regressionslinjen og de to
underliggende parametre?

Ud over den grafiske metode i QQ-plottet findes der
ogsa statistiske metoder til at teste den underlig-
gende fordeling. Disse er bl.a. en chii anden- eller en
Shapiro-Wilkes-test. Som vi lige har set, kan det nogle
gange veere svaert ud fra en grafisk tilgang at be-
dgmme, om ens data kommer fra f.eks. en normalfor-
deling. Der kan man med fordel anvende en statistisk
test som supplement til undersggelsen.

5.2 T-fordelingen

5.2.1 Matematisk baggrund

Hvis man fra en given normalfordeling udtager mange
stikprgver med et stort antal i hver, vil stikprgvernes
middelvaerdier i sig selv fglge en normalfordeling.
Hvis stikprgverne derimod er sma, vil fordelingen af
disses middelvaerdier brede sig mere ud til siderne,
idet der er st@rre risiko for, at sma stikprgver udeluk-
kende bestar af ekstreme tal. Jo mindre stikprgve, des
bredere fordeling.

T-fordelingen kan bruges til at forudsige, hvor langt
en stikprgves udregnede middelveerdi vil kunne be-
finde sig fra den sande middelvardi baseret pa stik-
prgvestgrrelsen, n. Den er, modsat normalfordelin-
gen, kun karakteriseret ved en enkelt parameter, v,
der angiver antallet af frihedsgrader, som igen afspej-
ler stikprgvens stgrrelse. Har man f.eks. taget n data-
punkter fra en normalfordeling, kan middelvaerdien
estimeres ved at bruge en t-fordeling medv=n—-1
frihedsgrader. Matematisk er den givet ved

Ligning 5
- (@ +1D/2) 2 1))~ (v+1)/2
flsv) = N 1 +x*/v) ,

hvor I'(x) er Gamma-funktionen, og v er antallet af
frihedsgrader. Fordelingen kan ses i Figur 10 forv =1
og v = 5. Som antallet af frihedsgrader stiger, kan vi
se, at vingerne pa fordelingen bliver mindre, hvilket
er en indikation pa, at usikkerheden falder. For til-
straekkeligt hgje v neermer t-fordelingen sig normal-
fordelingen, som ogsa er vist i Figur 10 med u = 0 og
o = 1. De bredere vinger i t-fordelingen udtrykker
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altsa den stgrre sandsynlighed for at fa ekstreme veer-
dier, der forekommer, nar en stikprgves stgrrelse er
lille.

Selvom normal- og t-fordelingen med v = 5 ser ud til

0.4

03

0.2

Sandsynlighed

0.1

0.0

Veerdi

Figur 10: Sammenligning af t-fordelingen med forskel-
lige frihedsgrader v. Det ses, at t-fordelingen for
stgrre v naermer sig normalfordelingen.

at vaere ganske tzet pa hinanden, siger en tommelfin-
gerregel, at man skal op pa v = 100, fgr de to forde-
linger er tilpas ens til, man kan bruge en normalforde-
ling. Ellers er der for meget veegt i vingerne af t-
fordelingen, hvilket ggr sandsynligheden for eks-
treme yderpunkter for stor.

5.2.2 Statistisk #-test mod kendt veerdi

En t-test bruges til at undersgge, om middelvaerdien
af to malinger (f.eks. en referenceveaerdi og en stik-
prgve) afviger signifikant fra hinanden. Nulhypotesen
er ofte, at der ikke er en afvigelse, og dette kan testes
ved at udregne

Ligning 6

_(x-w

a/in’

hvor u er den referencevardi, man tester imod. Ud

t

over det udregnede t skal man bruge en kritisk t-
veerdi. Den kritiske vaerdi bestemmes ved hjzlp af sig-
nifikansniveauet P (ofte 5 %, altsa P = 0.05) og an-
tallet af frihedsgrader. Den kritiske vaerdi er defineret
som den veerdi pa x-aksen, hvor arealet under kurven
af t-fordelingen i intervallet [—t, t] udger 1 — P af det
samlede areal (sa 95 % med P = 0.05).

Hvis absolutveerdien af ens udregnede t er stgrre end
den kritiske veaerdi, er forskellen mellem middelvaerdi-
erne for stor til at kunne forklares med tilfeldige fejl,
og nulhypotesen om ens middelvaerdier forkastes.
Fordi t-fordelingen har bredere vinger for lavere antal

frihedsgrader, vil vi ogsa fa en hgjere kritisk t-vaerdi.
Den stgrre usikkerhed fra det lavere antal malinger
gor det altsa mere sandsynligt, vi ikke kan se en signi-
fikant forskel pa de to veerdier.

Et vigtigt krav til at kunne udfgre en t-test er, at ens
data kommer fra en normalfordeling. Som vi lige har
set, kan dette undersgges med et QQ-plot. | tilfelde
af ens data ikke er normalfordelt, kommer den cen-
trale greensevaerdisaetning dog til undsatning. En
middelvaerdi er en sum af uafhaengige, tilfeldige tal,
og vi ved derfor, at middelvaerdierne fra flere forsgg
vil normalfordele sig omkring den sande vardi. En t-
test er derfor generelt robust over for afvigelser fra
normalfordelingen for tilpas store dataseet.

Opgave:

Aben Excel-dokumentet introduktionTilStatistik.xIsx
og start med at kigge pa t-testen af det normalfor-
delte datasaet. Hvordan andrer t-fordelingen sig, nar
antallet af malinger aendres? Opdater udregningen og
se, hvor ofte nulhypotesen afvises for et givent signi-
fikansniveau. Passer det med det forventede? Zndrer
det sig, nar antallet af malinger @ndres?

Opgave:

Sammenlign nu t-testen foretaget pa bade den uni-
forme fordeling og normalfordelingen. Er der forskel
pa de udregnede t-vaerdier? Har det nogen konse-
kvens for konklusionerne af en t-test, hvad den un-
derliggende fordeling er?

5.2.3 Variationer af f-testen

Ud over at teste mod en kendt veerdi, kan man ogsa
bruge t-testen til at sammenligne middelvaerdien for
to fordelinger. Dette er som oftest den anvendte va-
riant, fordi en referencemaling ogsa har en vis usik-
kerhed og derfor er repraesenteret af en fordeling i
stedet for blot ét tal. Der findes forskellige varianter
af udtrykket for t-vaerdien, afhangigt af om stikprg-
vernes stgrrelse og varians er ens eller ej (Wikipedia
har en glimrende oversigt). Den simpleste form er, nar
bade stgrrelse og varians er ens. Her udregnes t-veaer-
dien som

Ligning 7
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https://en.wikipedia.org/wiki/Student%27s_t-test#Independent_two-sample_t-test

hvor antallet af frihedsgrader er givet ved 2n,, — 2.
Hvis bade stikprgvernes stgrrelse og varians er for-
skellige, skal man ud over et modificeret udtryk for t-
veaerdien ogsa udregne et vaegtet antal frihedsgrader,
der altid vil veere lig med eller lavere end 2n,, — 2. Vi
ser altsa, at den ekstra viden, vi besidder, har direkte
indvirkning pa resultatet. Et lavere antal frihedsgra-
der giver en hgjere kritisk t-veerdi, som dermed igen
influerer den konklusion, vi kan drage.

Grundet disse forskellige variationer af t-testen, er
det meget vigtigt at bruge den korrekte. Om man har
samme stikprgvestgrrelse ved man i sagens natur
godt. Omvendt er det svaerere at vurdere, om varian-
serne er signifikant forskellige.

Til at undersgge dette bruger man en F-test, der i sin
natur minder meget om t-testen. P4 samme made
som med t-testen kan man udregne en F-veaerdi for sin
nulhypotese (typisk at varianserne ikke er forskellige),
og man kan ligeledes finde en kritisk F-veerdi fra en
bestemt fordeling. Hvis den udregnede veaerdi oversti-
ger den kritiske, vil man ligesom med t-testen forka-
ste nulhypotesen. Tematisk minder en F-test altsa
meget om t-testen; det er blot en anden veaerdi, man
udregner, og en anden fordeling, man far sin kritisk
veerdi fra. For at laere mere om, hvordan man udfgrer
denne vigtige test, henvises til lerebgger i statistik.

Opsgave:

Aben Excel-dokumentet normalfordelinger.xlsx og kig
pa de to t-test for ens og uens varians. £ndr paramet-
rene (middelveerdi, standardafvigelse og antallet af
malinger) for de to fordelinger og undersgg, hvordan
resultatet af de to t-test reagerer. Hvad er forskel-
len(e)? Bliver de mere eller mindre tydelige, nar
mange malinger medtages? Er t-testen bedre til at
skelne mellem fordelingerne, end du kan ggre grafisk
fra plottet?

Til slut kan vi notere, at t-testen kun virker mellem to
datasat. Man kunne forestille sig, man blot kunne fo-
retage flere pa hinanden fglgende t-test imellem de
forskellige datasaet, men det er ikke tilfeeldet. Fejlene
fra de enkelte test ville blive vaerre for hver gang, og
man kan derfor ende i nogle meget forkerte slutnin-
ger, hvis man bruger denne fremgangsmade. Vil man
teste flere forskellige dataseet, skal man derfor have
fat i mere avancerede statistiske vaerktgjer som f.eks.
variansanalyse (analysis of variance, ANOVA), der kan

sammenligne mange datasaet pa tveers af flere para-
metre.
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